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PRÉFACE. 


Je voudrais donner dans ce Volume un exposé rapide des 
idées fondamentales, des méthodes et des principaux résul- 
tats d’une théorie qu’on doit presque exclusivement à des 
géomètres contemporains. Personnellement, je n'ai contribué 
que bien peu à cette théorie, et si j’ai entrepris ce travail, 
c'est que j'y fus encouragé par mes recherches concernant 
quelques sujets voisins, parmi lesquels les systèmes ortho- 
gonaux de fonctions, les équations intégrales et les opéra- 
tions fonctionnelles. Continuées par plusieurs auteurs, ces 
recherches se sont montrées plus ou moins fécondes pour Îles 
applications de la théorie actuelle et, d'autre part, elles m'ont 
permis de présenter quelques parties de cette théorie sous 
des aspects nouveaux. C’est ainsi, par exemple, que je pou- 
vais rattacher l’étude du spectre des formes quadratiques à 
une infinité de variables à celle des opérations fonctionnelles 
“linéaires. 

Notre sujet n'appartient pas à la Théorie des fonctions 
: proprement dite. Il devra plutôt être considéré comme mar- 
quant une première étape dans la Théorie des fonctions 
d’une infinité de variables, encore naissante, mais qui 
fournira peut-être bientôt les méthodes Îles plus puissantes 
de toute l'Analyse. En tout cas, je pense que le sujet et la 
disposition du présent Volume sont en bon accord avec le 
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plan général de cette Collection, où M. Borel m 
| ment offert de le comprendre. | 
Enfin, j'ai à remercier M. Fréchet et M. Marcel Rie esz des 
conseils précieux qu’ils m'ont donnésau cours de la correc o 
tion des épreuves. | | | 


t 
d'à 


Kolozsvar, le 12 juin 1913. 


Frévéric Riesz. 
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CHAPITRE TL. 


LES COMMENCEMENTS DE LA THÉORIE. 


MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS. 


1. La théorie des équations à une infinité d’inconnues ne date 
pas de loin. En effet, une telle théorie existait à peine avant 1886, 
l’année où Poincaré démontrait la légitimité de la méthode des 
déterminants d'ordre infini. D'ailleurs, l'attention générale n’y 
fut attirée, en réalité, que par deux Mémoires de M. Hilbert, 
parus en 1906 et faisant partie d’une série de Mémoires sur 
l'équation de Fredholm; dès lors, la théorie se dégageait rapi- 
dement et l'importance et l’inattendu des résultats acquis fit 
presque oublier tout ce que l'on en possédait déjà auparavant. 

Cependant, les théories ont leurs commencements : des allusions 
vagues, des essais imachevés, des problèmes particuliers; et même 
lorsque ces commencements importent peu dans l’état actuel de 
la Science, on aurait tort de les passer sous silence. 


2. L'étude des systèmes d'équations à une infinité d’inconnues 
fut suscitée par la méthode des coefficients indéterminés, Cette 
méthode, appliquée depuis le xvri* siècle à l'intégration des équa- 
uons différentielles par des séries et à d’autres problèmes, con- 
siste en principe à remplacer la fonction cherchée par une série à 
coefficients inconnus. Alors les données du problème per- 
mettront d'établir entre ces coefficients inconnus, en nombre 
infini, une infinité de relations; voilà le système d'équations 
à une tnfinité d'inconnues. 
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Cependant, pour la plupart des problèmes ainsi traités, Pinfi- 
nité du nombre des inconnues ne comportait aucune difficulté et, 
à ce qu'il semble, on ne se rendait même pas compte qu'il s'agis- 
sait de quelque idée nouvelle. C’est qu’on ne tombait que sur des 
systèmes récurrents, où chacune des équations en elle-même ne 
contenait qu'un nombre fini d’inconnues et l’on n'avait à 
résoudre que des systèmes finis, bien qu'une infinité de fous. 


FOURIER ET LE PRINCIPE DES RÉDUITES. 


3. En étudiant un cas particulier de ce qu’on appelle aujour- 
d’hui problème de Dirichlet, Fourier tombait, dans sa Z'héorre 
analytique de la chaleur, à un système qui n’était plus récur- 
rent. 11 se proposait de déterminer une solution (x, y) de l'équa- 
tion à dérivées partielles 


(1) | Prx + Vyy = 0; 


valable dans le domaine 


TC ir] 
Th O, = 4 A 2 SA 
se réduisant à 1 pour == 0, 5annulant pour Re net 
/ 9 


pour æ—(!). Voila comment il opère. Tout d’abord, il pose 
eCa,y) = EF(x) fr) 


et cherche à satisfaire à l'équation (1) sans se soucier des données 
sur la frontière. Il trouve ainsi la solution particulière 


(2) C(T, YF) = ex cosmy, 


où m désigne un nombre réel quelconque. En choisissant » 
posiuf, entier et impair, la solution (2) remplit les conditions- 
limite, sauf la première. Or, Fourier pose 

> 

A DE D am e-2m—1X cos( 2m —1)y; 

mn =\A1 
et 1l ne reste qu’à déterminer les coefficients m de façon que, 
pour æ — 0, la somme o(x, y) de la série se réduise à 1. Cela 





(1) Art. 166 et suiv. 
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revient, dit-il, à ce que 


13) 1= © am cos(2m—1)y. 


10 — 1 


Pour chasser encore la variable y, il différente l’équation terme 
à terme une infinité de fois et pose y — 0; ce qui fournit 


1=2aAm;, 
(4) o—=Z2(2Mm—1) a», 


Oo—Z2(2m—I1)ta», 


sets ei de fée siendre.s .…...., 


système d’une infinité d'équations linéaires aux inconnues 
Am, en nombre infint. 


4. Pour le résoudre, Fourier prend les Æ premières équations, 
n'y conserve que les À premières inconnues et néglige tous les 
termes qui dépendent des autres inconnues. En désignant les 
inconnues de ce système réduit par 


/) 


(k) ( (Æ) 
DE Hal À: 


r-.) GR; 
on obtient, par un calcul facile à exécuter, 


PU NET ORÆRCK "9 
1 8.24...(4k2— 4k)" 


ce qui donne, en vertu d’une formule bien connue de Wallis, 


lim a{*) — 


k = © I 


De plus, le système réduit donne, pour m<K, 








a, 2m—im+k. 

af#) ER r né 
on en conclut 

L: an, DM Le. 

k=œ a) 2M+I 


et par récurrence 


4 


A | 1 
T(2m —1) (é) 


lim af — (— 1} 1 
K = 


. (1) Nous venons de calculer cette valeur limite par une voie différente de celle 
de Fourier, dont le calcul est un peu plus laborieux. Les principes essentiels du 
raisonnement n’en seront pas modifiés, 
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Enfin, en posant 
. wA 
din — lim A 
L'e 100 
il vient 
© 
A —(2—1)x (2 ME 
L 4 e cos(27 Y 
o(x. =2ù LT 
5) (7) T ( ) 2m — I 


7e 


5. Ce résultat de Fourier est, sans doute, exact. En effet, en 
comparant la série (5) et ses dérivées de tous les ordres respec- 


tivement aux séries 


e—(2nm—-1)X k 
ù , S e—2m—1)X, > (© P— 1) e(2m—1xo, +28 


2 — I sod 


on en conclut qu’elles convergent uniformément pour 1>%,>0, 
qu’elles s’annulent uniformément lorsque x croit indéfiniment, 


: pe) DA = ps 
que #(x, y) s'annule pour > 0,7 = + =; et; enfin, la différen- 
tiation terme à terme étant légitime, la fonction (x, y) satisfait 

. . . T T 

à l'équation (1). En ce qui concerne la partie x =0, — - - 
q (1) q P , RES TES 
de la frontière du domaine, la série (5) y converge vers la limite 1, 


— n); de plus, 


[l 


pa 


“ 


6 1 T 
et cela uniformément sur Lout segment (- — +}, 
2 


la fonction v(x, y) tend vers cette valeur lorsque, en partant de 
l’intérieur du domaine, on s'approche indéfiniment d’un tel seg- 


= . FT À T \ - , 
ment. Quant aux points (0, le (o, -- — }, où les valeurs données 
‘ 2 ; 


\ 


subissent des changements brusques, la fonction p(æ, y) y reste 
indéterminée, les limites d’indétermination étant o et 1. Tous 
ces faits se rattachent à la remarque suivante. En introduisant 


les variables 
TENTE, CES 0 z=— r ei, 


ce € ui fait correspondre au domaine envisagé le demi-cercle 
T TH 
a À — — LOL -,; 
D} 2} 


la fonction v(x, y) devient la partie réelle de l’une des branches 
de la fonction analytique 


FE NP p nr 
A) = (TO F2 
TAN IT sb 
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Cette partie réelle a une signification géométrique bien simple; 
elle est égale à la moitié de l’angle dont les côtés joignent le 
point 3 aux points { et — . On en tre toutes les conséquences 
annoncées. 


6. Le résultat de Fourier est donc exact. Mais, quant à son 
raisonnement, on y peut opposer bien des objections sérieuses. 
Fourier raisonnait sur une série inconnue; il ne pouvait se 
douter des périls qui le menaçaient; aussi, à celte époque, on 
avait encore confiance. Mais, depuis lors, on apporte plus de pré- 
caution à toute question concernant l'infini, Méfiant comme 
nous, Fourier aurait-il osé prendre le chemin qu'il avait suivi? 

Contentons-nous d'indiquer l'étape la plus scabreuse de son 
raisonnement. Il ramène son problème à celui de déterminer une 
série de forme (3), de facon qu'elle représente, dans l’inter- 


T TC : Fr É à j 
valle a =), la fonction égale constamment à 1. Pour calculer 


les äm, 11 différentie l’équation (3) une infinité de fois et pose 
y =0; il en résulte le système d'équations (4). Or, à partir 
de la seconde de ces équations, les séries qui y figurent diver- 
geront lorsqu'on y aura remplacé les a» par leurs valeurs trou- 
D erdbii ie: 14 
VÉES 

r(2mm — 1) 
les a», ne paraissent pas satisfaire au système (4). Heureusement, 


. Donc, au premier abord, les valeurs obtenues pour 


nous savons aujourd'hui interpréter de vastes catégories de séries 
divergentes, en leur attribuant des sommes qui jouissent encore 
de certains caractères principaux des sommes des séries conver- 
gentes. Dans cet ordre d'idées, pour justifier le procédé de 
Fourier, on n'aura qu'à remplacer le système (4) par le suivant : 


D LIMO2 dre, 
F1 0 
o— lim Z(2m—1)}anr?m-1, 
(6) r=1—0 
o — lim ZE(am—i)anrim1 
7 =1—0 


die ir su Us, alle sale. 5 5. « sui a 4e etais e we 


Cette interprétation du système (4) est bien conforme au pro- 
blème traité (!). En effet, les valeurs trouvées pour les a» 


/ 


(!) On aurait pu aussi appliquer d’autres méthodes de sommation; par exemple 
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satisfont au système (6), et ce fait se rattache à ce que la fonc- 
tion f (z), définie plus haut, est holomorphe pour 3 = 


7. Fourier applique sa méthode aussi à un problème plus 
général : développer en série trigonométrique une fonction 
impaire donnée par sa série de Taylor 


fa)= for + D as+. (0) 





La fonction étant supposée impaire, il s’agit évidemment de 
trouver un développement de la forme 


(a f CE) > bn snmæ. 


A | 


Pour déterminer les b,,, Fourier se sert d’un procédé pareil à 
celui que nous venons d’exposer : il différentie les deux membres 
de (5) une infinité de fois et pose æ —o; ou plutôt, ce qui 
revient au même, il développe les deux membres de (5) en séries 
entières et il compare les coefficients des mêmes puissances. Ce 
procédé lui fournit un système infini d'équations aux inconnues 
bm; 11 en prend les X premières, ne conserve que les À premières 
inconnues et résout le système réduit; puis 1l passe à la limite, si 
l’on peut appeler passage à la limite le calcul extrêmement hardi 
qu'il exécute. Ce calcul donne 


2 1 L 

by = (mie Qt) es 2 Pc) 5 2 AIN TES 

me ( ) ne si ) peer UE À ) sr ) 
Pour en déduire le résultat final, Fourier remarque que la 

série 

I 





GE = f(x) — = f'(æ) + ÉXC) US 


m* 





la série en question 
(— j)—1 
(2m —1)#+1 


est sommable à l’aide des moyennes arithmétiques d'ordre 2 X et ce procédé fournit 
aussi, pour X => 0, la somme o. 
() Art. 207 et suiv. 
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NI 


satisfait à l'équation différentielle 





NiriPata= (tr). 


mm? 
L'intégrale générale d ‘quati 
F intégra e génerale de cetle equation est 


s(æ) = GO, cosmx + Csinmxr 


LC 


Tr 
+ m sinme [ f(æ)cosmax dx —m cosma [| f)Ysnrrdr. 
a 0 0 
Or, la fonction s(x) étant impaire en même temps que f(x), 


on à 
Cris (o) = O; 


et, en posant æ — 7, il résulte la formule bien connue 
«) T 
(8) Dre ik Jr ysinm.x dr. 
SA 
Cat) 


8. Le raisonnement de Fourier n’est pas exact, et même il ne le 
pourrait être rendu que dans des conditions très restrictives, por- 
tant sur la fonction donnée f(x). Mais, d'autre part, la théorie des 
séries trigonométriques ayant été basée depuis sur des fondements 
plus solides, on sait maintenant que la validité de la formule (8) 
n’exige que des conditions très larges. En fait, pour la théorie des 
séries trigonométriques, le raisonnement de Fourier ne constitue 
qu'une curiosité intéressante de valeur purement historique. Mais, 
pour nous, 1l contient quelque chose de très précieux : c’est qu'il 
implique un principe extrêmement fécond au point de vue de nos 
équations. Voici ce principe, qui bien entendu devra encore être 
beaucoup précisé : Pour résoudre un système infini d'équations à 
une infinité d'inconnues, on limite le système aux Æ premières équa- 
uons et l’on y néglige toutes les inconnues, sauf les Æ premières. 
Les solutions de ces systèmes tendent, pour Æ infini, vers la solu- 
uon du système proposé. 

Ce principe, dont la légitimité peut être justifiée sous des hypo- 
thèses larges, se montrerait très fécond pour la théorie en vue. 
Nous l’appellerons principe des réduites. 


9. Nous venons d'examiner le principe des réduites au point de 
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vue du parti qu'en a tiré Fourier. Envisageons maintenant 
le même principe en partant d’un théorème classique qui appar- 
tient à la Théorie des fonctions. D’après Weierstrass, étant donnée 
la suite indéfinie des quantités à; telles que |a;| oo, 1l existe 
une fonction entière 


Hs) Cid Cie DORE 
admettant les a; pour racines et n’en admettant pas d’autres. Les 
coefficients Go, Gi, Go, .. devront satisfaire aux équations 


Ci Cr CO E"0 (1 ='1, 290088 


Je suppose, pour fixer les idées, que les a; soient distincts 
et “0. Alors le principe des réduites, appliqué à nos équations, 
conduira à former successivement les produits 


Z | 

LE G:— É) = + cm5 4... car (CD = 1). 
L 

al 


En effet, chacun de ces produits correspond à un des systèmes 
réduits, de sorte que ce système sera satisfait par C;"', ..., Cf). Or, 
on sait que ce procédé ne converge que si les | ax| croissent assez 
rapidement. Ainsi, nos équations peuvent être résolues en 
tout cas; mais le principe des réduites n’y s'applique que sous 
des conditions très restrictives. 

La méthode de Weierstrass consiste à ajouter aux produits ci- 
dessus des facteurs exponentiels accélérant la convergence. Je 
veux bien espérer que, un jour, on généralisera cette méthode de 
sorte à perfectionner le principe des-réduites. Jusqu’aujourd’'hui, 
on ne l’a pas encore essayé. 


FÜRSTENAU, KÜTTERITZSCH. 


10. Bien que la Théorie analytique de Fourier soit toujours 
restée la source de nombreuses recherches, les parties que nous 
venons de rappeler sont presque entièrement tombées en oubli. 
Pendant plus d’un demi-siècle, les auteurs qui s occupaient de notre 
sujet y furent conduits indépendamment de Fourier et aussi sans 
faire allusion l’un à l’autre. Ce n'estque dans un Mémoire de G. Piola 


LES COMMENCEMENTS DE LA THÉORIE. 9 


que l’on trouve citées les recherches de Fourier; cet auteur appli- 
quait le même principe des réduites à un problème particulier (!). 

Les deux auteurs, E. Fürstenau et Th. Kôtteritzsch, qui suivent 
dans l’ordre historique, sont sans importance pour le développe- 
ment de la théorie. Toutefois, on trouve dans leurs travaux des 
méthodes plutôt en germe qui, retrouvées et rendues rigoureuses 
ces dernières années, se montraient bien fécondes pour la théorie 
en vue. 


11. Fürstenau s'occupe du problème suivant : 
Etant donnée l'équation 


(9) Co+ OL +... + Cm£= 0 (Co 0), 


calculer celle des racines qui est la plus petite en valeur abso- 
lue (?). À cet effet, il multiplie l'équation successivement par des 
puissances de plus en plus élevées de +, et 1l remplace x” par x, ; 
ce procédé l’amène au système infini 


— Co — C1 T1 + Co Lo +. . + Cyn ln) 
O0 = Col + Co +... + Cyn—1 nm + Cyn L'n+1s 


= Cola... + Cmn-92% mm + Cm—1Lm+1 + Cm m+2; 


DNA se ele à + tie en eo + ele le 61e es +101», + eu. ee 15 0. © 0 ‘© ee aie) Sle © © © © % © Se. ee + 0 


Pour en tirer l'expression de #,, 1l applique le principe des 
réduites. Il obtient 


: AE 
10 1 = — Co lim = +, 
0 


n— a Iè 





où À, est le déterminant formé des coefficients de x,, ..., æ, dans 
les n premières équations. 

Dans le cas où 1l n’y a qu’une seule racine, qui est la plus petite 
en valeur absolue, et que cette racine est simple, elle sera fournie 
par l'expression (10). Ce résultat se trouve démontré dans Île 


(1) Proza, Sulla teoria delle fonzsioni discontinue (Memorie d. Soc. italiana 
d. Scienze, t. XX, p. 573-639). Nous citons ce Mémoire d’après l'indication de 
M. G. Loria ( Suppl. at Rendiconti, Palermo, 1907, p: 34). 

(?) FÜRSTENAU, Darstellung der reellen Wurzeln algebraischer Gleichun- 
gen durch Determinanten der Coefisienten, Programmabhandlung, Marburg, 
1360 ; Neue Methode zur Darstellung und Berechnung der imaginären Wur- 
zseln algebraischer Gleichungen durch Determinanten der Coeflisienten, Progr.- 
abh., Marburg, 1867. 
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Mémoire de Fürstenau d’une façon tout à fait rigoureuse, mais par 
un calcul assez laborieux. D'ailleurs, d’après une remarque de 
H. Naegelsbach, tout revient à ce que la fonction 


I 


RE 
( ) Co+ C1T+... + Cmae” 





admet le développement en série entière 


I A A9 A3 ! 
R(r) = mer eo = DNA 
Co Ci Co Co 


En effet, soit & la racine dont il s’agit, et soit A le résidu de R(x) 
par rapport à &. Les pôles de la fraction rationnelle 


r(æ) = R(x) — 





IL — — 


X 


étant plus éloignés de l’origine que le point &, la série 


converge, pour + — 4; en particulier, ses termes tendent vers zéro 


et, par conséquent, 
An (— my)" 
EE A — À. 
À 0 
Il en résulte que 


Aa) 





C moe OUR RL er 
— 20 ps © [0 4 
An A4 
+1 
Co 


La méthode de Fürstenau s'étend immédiatement à des équa- 
tions transcendantes. 
Observons encore que si l'on écrit, pour abréger, 


R(T) = a+ mr + ar +..., 





(1) NAEGELSBACH, Studien zu Fürstenaus neuer Methode der Darstellung und 
Berechnung der Wurzeln algebraischer Gleichungen durch Determinanten 
der Coefisienten (Archive f. Math. u. Phys., t. LIX, 1856, p. 147-192 ). 
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notre résultat devient 


. Œn—1 
4 —= lim 


n=o An 





C’est un résultat élémentaire et bien connu qui porte sur le déve- 
loppement en série entière de toute fonction admettant un pôle 
simple & et dont les autres points singuliers sont plus éloignés de 
l'origine (!). Ce résultat fut généralisé par M. Hadamard, qui se 
proposait de déterminer plusieurs pôles à la fois (?). D'autre part, 
Fürstenau lui-même a étendu sa méthode au cas de racines mul- 
uples, et aussi au calcul simultané de plusieurs racines. Il ÿ aurait 
un certain intérêt à comparer ses calculs à ceux de M. Hadamard. 


12. Dans tout ce qui précède, il ne s'agissait que des systèmes 
particuliers. Kôtteritzsch envisage du premier coup le système 
général 


oo 


(11) DCE AMEN EE 


Fi 


en ne lui imposant que des conditions peu restrictives (*). 
Pour le résoudre, il le réduit d’abord à la forme plus particu- 


hère 
b11 T1 + O9 To + bi3X3 +. + — B1, 
; D29 Lo + Basta+...— De, 
(12) | 
| baata +... — La, 


Cette réduction se fait par un calcul tout élémentaire. En effet, 
supposons que les mineurs diagonaux 


Pair hi = 11 | &ix |2 = 11 A9 — io doi, 


ne sannulent pas; alors, pour obtenir le système correspon- 


(:) KôniG, Ueber eine Eigenschaft der Potenzreihen (Math. Annalen, 
t. XXIII, 1884, p. 447-449). 

(?) HADAMARD, Sur la recherche des discontinuités polaires (Comptes rendus) 
8.avril 1889). Voir aussi HapamarDp, La serie de Taylor et son prolongement 
analytique, p. 33-43. Cf. encore le Mémoire peu connu : Worpitzky, Beiträge 
zur Functionentheorie, Progr.-Abh., Berlin, 1830, dont je viens d'apprendre 
l’existence pendant les dernières corrections. 

(°) Kôrrertrzson, Ueber die Auflosung eines Systems von unendlich vielen 
linearen Gleichungen (Zeitschr. f. Math. u. Phys., t. XV, 1870, p. 1-19, 
229-268 }. 
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dant (12), on n'aura qu’à poser bix= &ix, Pi = &@1, el pour n >1 


Œi,1 1,9 St Œi,n—1 Œ;./ 
De PR LEE 

AnA An2 ++. An,n—-1 An,k 

&;,1 di, Ai ,n—1 1 


Br ..…. ...… Sete ARS ere . st 158 + ; 


ni An? ++.  An,n—1 An 


1 


Cela fait, il reste à résoudre le système (12). Supposons qu'il 
s'agisse d'évaluer l’inconnue æ,. Alors les n — 1 premières équa- 
üons n’entreront pas dans le calcul; de celles qui restent, on 
éliminera successivement æy41, Tag», -... Ge procédé fournit un 
développement de x, de la forme 


LTn — Bn,n 3n + Bn,n+1 Bret SP 


où les B sont des expressions formées des coefficients b;x, qui se 
calculent facilement par des déterminants. 

Or, on se rend aisément compte de ce que la méthode de Kôtte- 
ritzsch est au fond la même que celle de Fourier; elle n’en diffère 
qu’en ce qu’elle comporte un procédé de calcul formel qui pourra 
être commode dans certains cas. Mais, au point de vue de l'infini, 
les deux méthodes ne différent pas. Quant à ce point de vue, 
Kôütteritzsch ne nous apprend rien de nouveau; 1l se contente de 
dire que, pour les indices grands, les termes doivent être très 
petits, de sorte qu'on puisse les négliger. 

Enfin, Kôtteritzsch applique sa méthode à plusieurs cas particu- 
liers et y étend des formules connues pour les systèmes finis. 
Cependant, ici aussi, presque tout est fondé sur l’analogie (1). 


LA NOTE DE M. APPELL ET LA CRITIQUE DE POINCARÉ. 


13. C’est à Poincaré que revient le mérite d’avoir fait, sur notre 
sujet, les premières recherches critiques. Son attention y fut 
appelée par les travaux de MM. Hill (1877) et Appell (1883). 


Nous reviendrons plus loin à la méthode de M. Hill. 





(') Il y a lieu ici de mentionner un travail de M. von Koch qui paraîtra dans 
les Comptes rendus du Congrès intern. de Cambridge, 1912. M. von Koch 
y étudie les systèmes du type (12) sous des conditions très larges. Je me borne 





LES COMMENCEMENTS DE LA THÉORIE. 13 


M. Appell se propose de développer la fonction elliptique | 


en série trigonométrique par la méthode des coefficients indé- 
terminés (1). D'après les notations de Jacobi, on a 


os . it TK’ 
() Kz = (— Cu QT BA ex 0, ee — ge ex q — SX ME 
Ti > Ë ‘Art > } 
n = — © n=— © 
les périodes 2 K et 2:K/ sont rangées de sorte que la partie réelle 
là 


du rapport devienne positive, et que, par conséquent, |g|<1. 


Il s’agit Fe calculer les coefficients À, du développement 


p. Es 
-Y A,enx, 


Rise +) 
On chasse le dénominateur, puis on effectue le produit dans 








\ 


le second membre et l’on égale les coefficients de e#*, et cela pour 
tous les ». On obtient 


” 


6e FA > (— LRQ OEAR (n — O0, 1,2; .. ) 


Er 


d’où, en simplifiant, 


Ein > (— nu ql-WrA,  (n=o,1,9,...). 
= — 


à indiquer un résultat particulier lequel est lié entre autres au problème traité 
par Fürstenau. Soit f(z)=1+c,3+c,z3° +... une fonction entière et soit a 
celle des ractnesqui est la plus proche à l'origine. De plus, soit æ,, æ,, 
une solution du système 


D Ti + CT + CT + Cat. 


0 = Ti Ci Ta + Cola + CB te. 


Alors on à - 


lim sup.|[æ,[#2| à |. 
n— a 


Voir aussi la Thèse de M. Borel dont nous parlerons plus loin, et STAÂCKEL, 
Periodische Funktionen und Systeme von unendlich vielen linearen Gleichun- 
gen (Festschrift H. Weber, 1912, p. 396-409). 

(1!) APPELL, Sur une méthode elémentaire pour obtenir les développements 
en series trigonométriques des fonctions elliptiques (Bull. Soc. math. de 
France, t. XIII, 1885, p. 13-18). 
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Or, le rapport des fonctions impaires 0, et 4 donnant une fonc- 
tion paire, on à A_y— A,; par conséquent, notre système se 


réduit au suivant : 


(—1)t = A+ (— 1)4 gH* (gb + g2rh) A, (7 =10/ 1,000 
B=1 


ou enfin, en posant 


le système devient 


20 
(re ANSE > (—1)# g% A4 cos nu (nn —=\0, 122000 
Te 


Pour résoudre ce système, M. Appell se sert du principe des 
réduites; 1l prend les mn +1 premières équations, n’y conserve 
que les m +1 premières inconnues et supprime tous les termes 
qui dépendent des autres inconnues; enfin 1l fait croître » indé- 


(9) MANEZ) AY la solution du système réduit; 


finiment-SDIL A EE er 


On a 
AT.) 00, LU) 


AUD) — , 
; ND GDS TU) 
el, pour um > 0, 
(— 14 que Ag = Afo,w,...,(m—1)w,7,(u+1)w, “4, GAS 
Fi À 00 CE), PA cs TION 
où 
I I Re [ 
cos a cos b “ue cos: 
ACC CDS =c] Licosa— cosu). 
cosmma Cosmb ... cosml 


C est une constante numérique, et le produit est étendu à toutes 
les différences des quantités cos a, cosb, ..., cos /, prises deux 
à deux. De là, en introduisant de nouveau, au lieu de w, la quan - 
uté g, on obtient 
770 
\ [Lc-r> 
DA] 
AG) — (1 ar TEL AD) 2q4 V=1 
0 (1 = JADE # ee 1 (Ed 1— (4 mn + { 
Ve 


MER ORAN 
QI I CD 


V=1 NE 


Lo 
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Enfin, en faisant croître indéfiniment l'indice m, 1l résulte 


QT 4 0 CS Es arr le # 
ie (—qg} Ve ARE 1H qe 
1 





V— 


On obtient ainsi le développement connu 


a e 
Mado. T I gb UT Z 
HAN 2 7 K nl) nt K 
\ 1 


14. Dans le même Bulletin où paraissait la Note de M. Appel 


dont nous venons de parler et immédiatement après celle-ci, se 











trouvent les premières remarques critiques de Poincaré (!). Il se 
demande dans quel cas on peut légitimement employer la méthode 
qui a réussi à M. Appell? C'est-à-dire qu’il examine, dans certains 
cas, la légitimité du principe des réduites. 
Il envisage d’abord le système 
s 


(13) D'akrr=o LEON QE Ne 


RE 


en supposant que | ax [>| @x |, et que | ax | 2 pour #0, et 
il cherche à y satisfaire de sorte que les séries qui figurent dans 
les premiers membres soient convergentes. 

Sa méthode repose entièrement sur les éléments de la Théorie 
de fonctions. 

Formons la fonction entière F (2) ayant pour zéros simples les 
nombres &x, et ne s’annulant pas ailleurs. On sait depuis Weiïer- 
trass que, sous l'hypothèse | a;|—2, de telles fonctions existent 
et se calculent moyennant des produits infinis. Pour fixer les 


er I 
idées, supposons que Da converge; alors on posera 
 ÿ > 


Soient C,, CG, ..., Cx, ... une infinité de cercles ayant pour 
centre l'origine, et tels que le cercle Cx sépare les points 5 — a; 


(1!) PoiNGaRE, Remarques sur l’emploi de la méthode précédente (Bull. 
Soc. math. de France, t. XIII, 1885, p. 19-27). 
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et z:— @x41. Supposons que 
zi dz 
(14) ——— +0 pour £# — «, 
 C FE (3) 
À 


et cela quel que soit &. Or, d’après Cauchy, la relation précé- 
dente peut s’écrire 


Le] 


> di A0, 


REA 
où l’on vient de désigner, par Ax, le résidu de 


Par conséquent, sous l'hypothèse faite, les résidus de 


— four 
F(z) 
niront la solution du système (13). Orona 


À} = 


7 
I— — .…. I — IL — .…. 
di dx—1 








et c’est à la même solution que conduirait le principe des 
réduites. 


15. Le système (4) de Fourier entre en principe dans le type 
envisagé. En effet, en y laissant à part la première équation, et en 


(ee) 


posant (2 m—1)— 0», (2m—1) am Zm, le système stéenira 


/ nm = 0 


Cé=10,1, 2, ); 
NN 


et les b,, croissent indéfiniment. 


Calculons la fonction F (3). On a 


Le] 


r)=T[lee 


== =2 (4 9 F- 0! 
CPL D 5 V= 
1 —=% 
’ A I 
Les résidus de Fo sont 
(3 
SR RE, 
: ER ä Vômn À 
Li F— F(ô») = ERA pe — (21m — Li 
E TO |—— l 
A sin = VO : 


Donc 1ls représentent, à un facteur près, la solution de Fourier. 


+} 


I 
—— DOUrT 5 = x. 
F(z) PORN 
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Cependant ce n’est pas une solution telle que l’exigeait Poincaré ; 
les séries Die, B ne convergent pas. Cet exemple montre très 


nettement que l’hypothèse (14) ne peut pas être supprimée, 


16. Voilà maintenant une remarque fort intéressante de Poin- 
caré; au premier coup d'œil, elle aura Pair d’être paradoxale. 
Supposons qu'on ait trouvé une solution #,= 4, %2— %», ... du 
système (13); et supposons encore que les 47 ne s’annulent pas. 
Soil p un entier positif quelconque ; 1lest évident que les x, = a «1, 

2— GP, ... satisfont aussi au système (13). Il en sera de 
méme pour Zi; — / (Gi), La f (@:)a>, ..., f(z) désignant un 
polynome quelconque. C’est juste. Envisageons maintenant, au 
lieu des polynomes, la fonction entière 


C3) = Co + C13 + Co8? +... 


Multiplions les équations (13), en partant de la (5 + 1)°"°, suc- 


cessivement par Co; C1, C2, -.., et ajoutons terme à terme : 1l 
viendra 
co 
a: ELU 
(15) D ai ftar)a = 0 CRC TR) 
k=1 


Voici donc le fait paradoxal qui suit immédiatement de ce 
raisonnement : Si le raisonnement élait exact, toute suite arbi- 


traire G,, $2, ... satisferait au système (15). En effet, on peut 

choisir la fonction entière f(z) de sorte qu'elle prenne, pour 
(2 ; 

3— 4j; A, A3, -.:, respectivement les valeurs ©, LAENEES 


A1 A2 A3 
Pour avoir une telle fonction, soit F (3) la fonction entière déjà 


considérée, s’annulant pour 3 = &,, &:, ..., et n'ayant pas d’autres 

zéros. D'autre part, d’après le théorème de M. Mittag-Leffler, 

on peut construire une fonction méromorphe R (3) qui ait les &; 
À 


Êx 


ax F'(ax) 
d’autres infinis. Donc, en posant f(:) = F(z) R(z), on aura la 


pour infinis simples avec les résidus , et n'ayant pas 
fonction entière exigée. Appliquées à cette fonction f(3), les 
formules (15) donnent 


co 


D akBr= 0 Pts DCE À 


FA 
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Si le raisonnement était légitime, ces équations devraient avoir 
liea pour tout choix des quantités 84. I ne l’est pas évidemment, 
car il n’est pas permis, en général, d'ajouter terme à terme une 
infinité de séries. 

Pour rendre le raisonnement exact, faisons l'hypothèse que, 
pour la solution Z, =, %:—a, ...,.les premiers memes 
des équations (13) soient des séries absolument convergentes. 
Posons 


©0 

LT ; . 
D'lakerl=S; (LS ON PER 
PES 


Cela posé, 1l est manifeste que toujours, quand la série 
[colSo+—{clSi+[clSs+... 


converge, notre raisonnement devient exact, l’addition terme à 
terme étant permise. Or, la fonction f (3) ne dépendant que des 
quantités ax, œ4, Px, les coeflicients cx; s’exprimeront, d’une cer- 
taine façon, par ces mêmes quantités. Par conséquent, tout revient 
à ce qu'une certaine série, dont les termes sont des fonctions bien 
déterminées des ax, 4x et des fx, converge. Quand la série con- 
verge, les 5; donnent une solution du système (13). Donc nous 
venons de rattacher le problème de la résolution du système (13), 


dans une certaine mesure, à une simple question de convergence. 


l'ilL'es équations traitées par M. Appell ne rentrent pas dans 
le type considéré, mais dans le suivant 


co 


RTE 1e 
> AkTk—= O0. (1—O0,1,2,...), 


Kk=— 


où les quantités | ax | tendent en croissant vers © pour #—, et 
tendent en décroissant vers o pour #— —. Pour traiter ce type, 
Poincaré se sert d’une méthode analogue à celle du n° 14; la diffé- 
rence principale consiste en ce que la fonction F(3) admettant 
les ax pour zéros ne sera plus une fonction entière; en effet, l’ori- 
gine étant point limite des a, elle sera nécessairement un point 
singulier essentiel. 


L'étude détaillée de la Note de Poincaré et des remarques com- 
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plémentaires dont il la faisait suivre dans une seconde Note (!), 
exigerait de pénétrer encore plus loin dans la Théorie des fonc- 
uons. D'ailleurs, 1l n’y s’agit pas des méthodes proprement dites; ce 
sont plutôt des idées qui attendent encore d’être développées (? ). 


(!) Poincaré, Sur les déterminants d'ordre infini (Bull. Soc. math. de 
France, t. XIV, 1886, p. 77-90). 

(?) Le seul progrès dans cette direction est dù à M. Borel. Il y fut conduit 
par le problème suivant traité dans sa Thèse [ Sur quelques points de la Théorie 
des fonctions ( Annales de l’École Norm. sup., 3° série, t. XII, 1895, p. 9-55)] : 
Déterminer une série entière f(3) NUS convergente pour 3 =1 ainsi 
que ses dérivées, les valeurs f{"(1) = F, de la série et de ses dérivées étant 
données pour z = 1. Voilà l’idée essentielle du raisonnement de M. Borel. Pour 
résoudre les équations f(" (1) = F,, il sufjit de savoir les résoudre avec une 
certaine approæimation. Supposons en effet que l’on ait trouvé une série entière 


gtz)= 0,2" telle que | g"(1)—F, | <C pour tous les n. Posons 


g (1) —F,=c,; la série » = (z—1)" définit une fonction entière 2 (3) et 
l’on aura f(z)=g(z)—hk(z). Donc tout revient à résoudre les équations 
MR. avec. l'approximation indiquée. Posons b,= 0, D=ET pour 
D 2... n, en choisissant ‘les signes “ l'indice nr de sorte que 
[b+...+b,—F,|<r1. Posons de plus DE: DOURLA = TE: Tre,. en 
choisissant les signes et l'indice n' de sorte que | b+2b,+...+n'b;—#F; | <a. 


. I ! L/4 
Puis on posera b, = + 7s Pour K=n'+1,.…, n", de sorte que 
Us 
12b,+2.3b,+...+(n"—1)n"b—E, | < 


Continué, ce procédé conduira à une fonction g (z) telle que | gt") SU OR 


On s’en rend aisément compte; tout revient à ce que la série > — diverge et 


que, d'autre part, = Fi 2. Observons encore que le raisonnement suppose que 


les données F,, soient réelles, mais on voit aisément que cette hypothèse n’est 
pas essentielle. 
M. Borel applique un procédé analogue aux systèmes 


Y'aiz,=A (é=RNEE 


kK=: 


où a, augmente indéfiniment avec k. Ce procédé consiste à poser, suivant les 

I I 7. 

indices, z=+ HE —, E——, ..., et cela de sorte que les quantités 
k £a, . ka} 

B,= A,— D air restent bornées dans leur ensemble. Donc on peut ramener le 


cas De au cas particulier où les quantités A; sont bornées. 
Dans ce cas particulier, M. Borel résout le système en modifiant légèrement 
l’idée de Poincaré exposée dans le n° 14. Soit F(z) une fonction admettant pour 
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Mais ce que j'ai dit s'applique seulement à la première Note et 
à la première partie de la seconde. Dans la seconde partie, en 
quittant brusquement l’ordre d'idées suivi, Poincaré pose les pre- 
miers fondements d’une théorie des déterminants infinis qui fera 
le sujet du Chapitre suivant. | 





zéros simples les quantités a, et choisissons les quantités 60, de sorte que les 

“he dy 

séries ù —— —— 
F'(ax) 64 


8 (3) telle que 0 (a, ) — 8,. En posant 


convergent. Cela étant, construisons une fonction entière 





F(3) FA 20e \ 


c{*) zn, une solution sera 


fournie par les formules 
2 cf) A; 
En operrmer vT ie 
F'(as) 0% 








CHAPITRE IT. 


LES DÉTERMINANTS INFINIS. 


HISTORIQUE ET GÉNÉRALITÉS. 


18. L'extension des méthodes algébriques aux systèmes d’équa- 
tions linéaires à une infinité d'inconnues conduisait naturellement 
à la considération des déterminants infinis. Des allusions à ces 
algorithmes se trouvent déjà dans le travail cité de Kôtteritzsch. 
Généralement on attribue leur introduction à M. G. W. Hill. Ce. 
savant astronome s’en est servi dans un Mémoire fort important 
sur le mouvement du périgée de la Lune (!), et c’est par ce Mémoire 
que l'attention de Poincaré fut attirée sur ce point. M. Hill 
envisage l’équation 


d? w 


@ | PTE 


+ 0% = 0, 


où À est une série de la forme suivante : 


0 = 05 + 20, cost + 202 cosa2é +... 


En posant 4 ,— Û,, on peut aussi écrire 
(2) 6 D 1 eint, 
L — 


(1) Hizz, On the part of the motion of the lunar perigee wich is a function 
of the mean motions of the sun and moon, Cambridge, Mass., U. S. A., 1877, 
(réimprimé dans les Acta mathematica, t. VIII, 1886, p. 1). Cf. aussi la com- 
. munication de M. Adams dans les London Astr. Soc. Monthly Not.,t. XXXVIII, 
1877, p. 13; il y annonce que l’étude du mouvement du nœud de la Lune l'a déjà 
conduit antérieurement à un déterminant infini, mais il ne publiait pas ses 
résultats. 
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L'intégrale générale de l'équation (1) peut être mise sous la 


(+) 
œ —= > by eitr+oit, 
— œ 


les b, et c étant des constantes convenablement choisies. En por- 


forme 


tant cette série au lieu de æ et la série (2) au lieu de 0 dans 
l'équation (1), et en comparant les coefficients, on obtuendra les 


équations, en nombre infini, 


(3) > Oubx(n+ce)6,=0 (n= 0 


(=— © 


et l’on aura à déterminer les D, et c de sorte que ces équations 
soient satisfaites. 

M. Hill traite le système (3) par le procédé dont on se sert le 
plus souvent pour les systèmes finis, savoir par des déterminants. 
Il introduit des déterminants infinis, il y applique les règles ordi- 
naires du calcul des déterminants, et sa hardiesse est justifiée 
par le succès, les résultats étant d’accord avec l’observation. Mais 
il n'a pas démontré la légitimité de sa méthode. Cette lacune fut 
bientôt comblée par Poincaré qui développa à celte occasion les 
premiers principes d’une théorie des déterminants infinis (t). Les 
recherches de Poincaré furent continuées jusqu’à ces derniers 
temps et approfondies beaucoup par M. von Koch à qui lon doit, 
pour ainsi dire, presque tous les résultats essentiels de la théorie (?). 


19. Considérons le système 


co 


> dikThk= Ci Le led, ce), 


K=1 


FES 
= 
un 


(1) Voir la Note citée au n° 17, ou aussi l'Ouvrage du même auteur : Methodes 
nouvelles de la Mecanique céleste, t. II, p. 260. 

(2?) Pour la liste des travaux de M. von Koch, concernant les déterminants 
infinis, cf. son rapport : Sur les systèmes d’une infinité d'équations linéaires à 
une infinité d’inconnues (Compte rendu du Congrès des Mathématiciens, tenu 
à Stockholm, 1909). Ajoutons à cette liste les deux Notes: Sur un nouveau critère 
de convergence pour les determinants infinis (Arkiv für matematik, astronomi 
och fysik, t. VII, 1911, n°4); Sur certains systèmes d'équations linéaires à une 
infinité d’inconnus (mème Arkio,t. VIT, 1912, n° 9), et la Communication signalée 
auineil?s 
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et supposons que l’on puisse y appliquer légitimement le principe 
des réduites. Supposons de plus que, pour » suffisamment grand, 


on ait 
| 11 .... din 


Are on Po Te Æ: 04 


Œn1 +. Ann 


Cela posé, l’inconnue +4 sera fournie par 





r=—= n 


le symbole AŸ désignant ce que devient A, lorsqu'on y remplace 
par C1, ..., Cr les termes de la colonne #. Or il peut arriver 
que le dénominateur A, lui-même tende, pour x infini, vers une 
limite À; et si encore cette limite £ 0, on pourra affirmer que le 
numérateur tend aussi vers une limite A et que 


AG) 

Leg LA 
Cependant, ceci n’est que le cas le plus simple; le système (3), 
élant homogène, n’y entre pas; il exigera une discussion plus 
délicate. Pour l'aborder par des déterminants infinis, il faudra 
étudier ces déterminants d’un peu plus près. Et il convient aussi 
d'observer que même dans le cas plus simple que nous venons de 
considérer, nous avons supposé, & priori, que le principe des 
réduites s'applique. On sait que ce fait n’est pas évident; que, 
de plus, 1l"peut être en défaut; et même les limites AZo et 
D 12.) peuvent exister sans queles valeurs z:— _ 
satisfassent au système (4). Par exemple, lorsque a;;—0 pour £<1 
PDOuD A = etc; (— 1), on a A1, AM—2{— 1)", ce qui 
donnera æ;—=2(—1)*; en portant ces valeurs dans les équa- 

uions (4), les premiers membres divergent (!). 


Ces remarques suffisent pour montrer que, si l’on veut baser 





(:) M. Cazzaniga a donné une série d'exemples de ce genre, montrant tous 
quel soin il faut appoïter aux déterminants infinis : Sui determinanti d’ordine 
infinito (Annali di Matematica, 2° série, t. XXVI, 1897, p. 143-218); Zntorno ad 
un tipo di determinanti nulli d’ordine infinilo (mème recueil, 5° série, t. FL, 189$, 
p. 83-94). 
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une théorie des systèmes infinis d'équations à l’étude des déter- 
minants infinis, il faudra d’abord préciser nettement les conditions 
où l’on se pose. Des hypothèses bien choisies permettront d'étendre 
aux déterminants infinis les règles ordinaires portant sur les 
déterminants d'ordre fini et, par suite, de les appliquer à la 
théorie qui nous occupe. 


Sans doute, certaines des règles les plus simples s'étendent. 


immédiatement à tous les déterminants infinis. Par exemple : on 
peut échanger entre elles les lignes et les colonnes ; échanger deux 
lignes entre elles revient à multiplier le déterminant par — 1; 
multiplier tous les éléments d’une ligne par le même nombre 
revient à multiplier par ce nombre le déterminant lui-même; le 
déterminant s'annule si deux de ses lignes se confondent; il ne 
change pas lorsqu'on ajoute aux éléments d’une ligne les éléments 
correspondants d’une autre, etc. Tout cela découle immédiatement 
des propriétés analogues des déterminants d’ordre fini. 


LES DÉTERMINANTS NORMAUX. 


20. Envisageons le tableau à double entrée 


1 11, Œj2, d\3;, ..) 
Œ)1, [L A9, A3, sa 
31, 32, I+ 33; 


. .….. ....., Sie 0119 


et supposons que la série deux fois infinie D | &ix | converge. 


UE | 


Posons A;— D | aix]; d’après l’hypothèse faite, » À; converge. 
T1 KM 

On en conclut, en appliquant une règle de convergence bien con- 

nue, que les produits 


tendent aussi, pour À infini, vers une limite II. 


Le 


D 
SVT 
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Comparons maintenant les deux déterminants 





I Guy Ayo re Ain 
An = ; 
dn1 AE + Ann 
LH A2 Go di,n+p 
LS RE CONS 
Œnpi sd. Re LL n-pp,n+p 





Ce sont des sommes de certains produits des quantités &@;x affec- 
tés des signes convenables. Les mêmes produits figurent aussi, en 
valeur absolue, dans les développements de I,, IH,,, suivant 
les @;;| De plus, A,,, contient tous les termes de A,, et les 
autres termes de À,,), figurent, en valeur absolue, dans le déve- 
loppement de I,,, — I1,. On en conclut 


| A» | A) An+p— An | £ Uyp— Un; 
par conséquent, la série 
A+ (As— Ai) + (A3 — A2) +... 


converge absolument vers une quantité A = limA, telle que 
FANETT. 


21. Remplacons dans notre tableau les éléments de la colonne 
numérotée À par des quantités c;; nous supposons que ces quan- 
tités soient bornées dans leur ensemble, c’est-à-dire qu’elles restent, 
-en valeur absolue, inférieures à une certaine quantité C. Soit n > k 
et désignons par A ce que devient A, après la modification indi- 
quée, et par HŸ ce que devient I, lorsqu'on y supprime le fac- 
teur 1 + Az. Les termes de A et de A — nue figurent aussi, en 
valeur absolue et sauf un facteur |c;|, dans les développements 


de HŸ et de NH, — H. On en conclut 


ACÆ < (A A (Æ) (Xe) <E 1 € C)) 
M, | = CI, | AD), — AE | = C( IA), — ILE) E 
Par conséquent, le déterminant A) — lim AŸ converge et 


[AG | £ CIT. 
Posons en particulier c;—1 et c; — 0 pour 7 <t; le détermi- 


) du détermi- 


. . L 
nant va deviendra ce que lon appelle le mineur ( 


Le 
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i , 
nant À,. De même, nous appellerons A(F le mineur (a de A. El suil 


\ 


immédiatement du fait analogue concernant les déterminants 


: : L 
d'ordre fini, que le mineur (,) ne change pas de valeur quand on 


(à 
y remplace par des zéros ou par des quantités quelconques les 
éléments de la ligne numérotée t, sauf le kième, Cette remarque 
montre que, dans la formation des mineurs, lignes et colonnes 


jouent le même rôle. 
Nous allons démontrer le théorème suivant dont la première 


partie correspond à la règle bien connue de Laplace ; 


Quelles que soient les quantités Ci bornées dans leur 
LE 


ensemble, on a 


(5) EN Ve 


A | 


et la série à droite converge absolument. 
En particulier, la série 


‘ È 


converge et sa valeur limite ne surpasse pas I. 








La convergence absolue de la série au second membre de (5) 
découle immédiatement de la convergence de la série (6). 
Cette série se composant des termes posiufs, il suffit de prouver 
que ses sommes partielles ne surpassent pas une certaine borne 
finie. Je dis qu’elles ne surpassent pas la borne IT. En effet posons, 





- i | 
dans ANSE signe ( ) pour Zn, Cj— 0 pour LE 
i 
posé, on a C—1, et A(Ÿ est la somme des 7 premiers termes de 
la série (6); donc, en vertu de l'inégalité | A |<£ CIT, cette somme 
ne peul pas surpasser la valeur II. 
Il nous reste encore à vérifier l'identité (5). La somme s, des 


(1) Ici et dans la suite, la notation signes indique 0, quand s =oet II dans 


2 


les autres cas. Dans ces cas, en posant 3 — r'eif, signe z devient e-?. Pour 3 réel, 


positif ou négatif, signe s = +1, suivant le signe dé 3. 
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ñn premiers termes de la série à droite est ce que devient A lorsqu'on 
y remplace par des zéros les c;, à partir de c,,,. Par suite, la dif- 
férence A — 5, est égale à ce que devient A4) après avoir annulé 
les n» premiers c. Désignons ce derniér déterminant par A(2) et 
soit A" le déterminant fini formé de ses 72 premiers éléments. 


On a 
[At — AM EG = TU). 


D'autre part, lorsque x 2 k, le déterminant A” s’annule, parce 
qu'il contient toute une colonne de zéros; par suite, notre iné- 
galité devient 

[AD 5, = AG |<C(M—T, ). 


Mais pour 2 infini, H—11,—0o, et alors s,— A%, ce qu'il 
fallait prouver. 
Indiquons encore les cas particuliers de dont: 


jÀ Ÿ é A L= ; 

—— &;; = suivant que À _;: 1. 

2) | (y ; uivant que À 2 7 
EN 


Enfin, de la convergence de la série (6) résulte immédiatement 


= 
SI] 
7 


la convergence absolue de la série double 


| Ç 164 
(8) Zen) 
LR T 


Dans tout ce qui précède, lignes et colonnes peuvent échanger 
leurs rôles. Entre autres, on a 


c = L A 
le == I AA Te 
(9) () + Dal) à selon que ? 7 





22. On appelle déterminants normaux les déterminants 
infinis À du type considéré. Quant à lhistorique, remarquons 
que Poincaré étudiait les déterminants À et A(* en posant 
encore une condition restrictive, savoir que a;; — 0 pour tous les £. 
Ïl est à peu près évident que le type considéré se réduit aisément à ce 
type plus particulier. Par exemple, lorsque les a;;2<— 1, on n'aura 
qu’à diviser les colonnes £ par 1 + aÿ;. Mais on n'a pas besoin de 
faire une telleréduction; M. von Koch a observé que la méthode de 
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Poincaré, peu modifiée, s’étend à tous les déterminants normaux; 
et c’est précisément cette méthode que nous venons d'exposer. 
Ajoutons que les considérations précédentes et aussi celles qui 
suivent s'étendent immédiatement aux déterminants tnfinis dans 
quatre directions, c'est-à-dire aux déterminants qui correspondent 
à des tableaux tels que les indices #, Æ varient en allant de — 
à + 00. Dans ce cas, on entendra par déterminant infini la limite, 
pour Mm—+—x, n—>—+œo, du déterminant d'ordre fini où les 
indices vont de m à n. Le système (3) de M. Hill conduit à de tels 


déterminants. 


APPLICATION DES DÉTERMINANTS NORMAUX AUX SYSTÈMES D'ÉQUATIONS. 
LES MINEURS D'ORDRE SUPÉRIEUR ET LE THÉORÈME DE M. VON KOCH. 


Do Après ces préliminaires nous considérons le système d’équa- 


tions 
(1+ Gn)Ti+ Ayolo+...= Ci, 


(10) Ao1T1+(1+ G29)Lo +... = Ca, 


les æ y représentent les inconnues, les & et les c sont des quantités 
données. 

Nous supposons que d'lax|=2 A; — À converge; et nous 

i,k | 

nous demandons si l’on peut satisfaire au système proposé par 
des quantités +4, en exigeant de plus que ces quantités restent, 
en valeur absolue, inférieures à une borne finie. Remarquons que, 
dans ces conditions, les premiers membres des équations (10) 
seront des séries absolument convergentes. 

Une condition nécessaire sera fournie par l'inégalité 


l/ 


fcl<{x] +Ù [&ixærl £ (1+ A) X borne sup. des |æxg|. 
1 


Elle indique que les quantités [c:] doivent aussi rester inférieures 
à une certaine borne finie C. Supposons cette condition remplie. 

Nous aurons à distinguer deux cas, selon que la valeur du dé- 
terminant du système s’annule ou ne s’annule pas. 


Premier cas : A==0o. — Dans ce cas et dans les conditions 
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posées, le système admet la solution 


AU) A(2) 
) HA) 


(11) Te A A 





Î 


En effet, en appliquant les égalités (7), (9) et en remarquant 
que la série double (8) converge absolument, on a 


RUN D @ jh AU 
K= 1 
Ç Û É e : & L se TE 
Dot) Dada, )=Del( + Seal, | = ca; 
> 1°) | | (4) | l j pe jh k, CjA; 
T2" k=hA il = ; Ra 


\ 
c'est-à-dire que les quantités (11) satisfont au système (10). 
D'autre part, 1l résulte des inégalités 


Law £ Ver (, 


2—=1 
que ces quantités restent, en valeur absolue, inférieures à une 
borne finie. 


< CII 








La solution (11) est unique; d’une façon précise, le système (10) 
n'admet pas d'autre solution jouissant de même de la propriété 
exigée. En fait, dans le cas contraire, le système homogène 


(+ Qi )Ti + Ay9To+...—= 0, 


(12) | AT + (1+ G22)To—+.,..—= 0, 


| cie es male + 0e sos nice ee je see «ste 


admettrait aussi une solution æ,, #2, ... remplissant notre condi- 
tion et telle que l’une au moins des quantités +; ne s’annule pas. 
Or, les séries doubles qui suivent convergeant absolument, on a 


2 (:) Sn, D» T}e ( +Dau(") = Z j À 
| "1 Ni K—=1 = 1 à 


et par suite x; — 0, quel que soit 7. 


Deuxième cas : À = 0. — Le système homogène (12) admet la 
solution 


(13) MI r= (0) +.) 
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où # désigne un indice quelconque. C’est une conséquence immé- 
diate des formules (0). 
Supposons que les indices £ et À soient choisis de telle façon 


. t . . \ cp 
que le mineur (,) <o. Dans ce cas, la solution (13) diffère de 


la solution évidente x, —=x:=...—0o et, de plus, elle est unique 
à un facteur près. En effet, supposons que le système admet la 


solution "x, = £,, æ>—Ë2, ..., et remplaçons la s°"° équation par 


TJ: — Ep 


. \ L 
Le déterminant du nouveau système est (,) 2 0 5 COHDPRLE 


système rentre dans le premier cas que nous venons d'étudier. 
Par conséquent, 1l admet la solution uuique 
( 
I 
= ls To 
(LT 
4) 
RSR A. 
24. Mais il peut arriver que tous les mineurs ; s'annulent. 
Pour discuter ce cas, 1l faut tout d’abord étendre la noton de 
sa 


. . . 17 . Li, …… Lr 
mineur, en introduisant. avec M. von Koch, les mineurs (, - ) 
C4: .….. Ce 


d'ordre r. Nous entendons par là ce que devient A lorsqu'on y rem- 
place les 7 éléments qui appartiennent à la fois à la ligne #, et à la 
colonne £, (p—=1,...,r) part et les autres éléments de ces lignes 
(ou aussi des colonnes) par zéro. Notre règle générale de conver- 
gence s'applique aussi à ces nouveaux déterminants. 

Démontrons d’abord le théorème de M. von Koch : I! y a tou- 
jours un mineur de À d’ordre finit qui ne s'annule pas. En 


particulier, m désignant un nombre sufjisamment grand, le 
Sr AE 


mineur ) sera certainement différent de zéro. 


A LC 
Supposons en effet mn tel que 


Re D 1 =. 


i=m+i1 
Cela posé, on a \ 


Ihre mt 
r on) 


œæ, 


21— > A;— > Apr — Ru ROC RE 


= Im +1 i=mnm+1 
K=m+i1 
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25. D'après le théorème démontré, il existera, dans le cas con- 
sidéré, un nombre 7 tel que A s’annule avec tous ses mineurs 
d'ordre 1,..., 7 —1, mais l’un au moins des mineurs d'ordre r est 
différent de zéro. Soit 

APRES RU 
eo) Fe 


un tel mineur. Remplacons dans (12) les 7 équations qui corres- 
pondent aux indices £,,..., &, par 


Tk, =— É 


Q 
= 
L 7 
Ma: 

= 
5 


Fr 
\ Tk, —Gkye 


2 4 STE A Put ER OA 
Le déterminant du système ainsi modifié est ( | F | #10: 
y" 


Li: ss. 


donc le système rentre dans le premier cas et admet la solution 


unique 
de RL 4 ASESTE QE L Re oo , 
GK, Ska «ce k. 
7 en kr VAT PT UT EN ( 
(14) a 
( Te à 
Ve ST 


Or, donnons aux indéterminées £,, ..., &,, des valeurs quel- 
conques; les valeurs qui en résultent pour les x; satisfont aux 
équations homogènes (12), sauf peut-être à celles qui corres- 
pondent aux indices £,, ..., &. et qui étaient exclues pour le 
moment. Mais les mineurs fe AE PS c) d'ordre 7 

APR M PET 
par rapport à A, étant en même temps des mineurs du premier ordre 


Ut C1. Vp#11 ar 


par rapport au déterminant ( }: on a en vertu 


de (9) 


K:, …… kRp=1: Kp+1, PRE 
: : : Po 5 . 
“AE a » ARR, LEON HU 

: + dix 
k;, De CR ECS ki, PR LRU 
Li, +, Lp—1; Lp+1; .. r 
== — ©, 


ki, .….) Kp=1; Kp+t; …., Nha 


DA EUDDOSC 20.) Lp1s lpsis ++.9 Ur Et Où la sommation 
do ousles indices 4 K,, ..., Kp_13 Kpyus .., Kr. Or on 
pourra étendre la sommation à tous les Æ et la formule vaudra pour 
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tous les z, en convenant de poser, par définilion, 
( AT .., t- ) 
= 0 
ki, ets k, 
dans les cas où deux indices £ ou deux indices Æ se confondent. 
Alors posons dans notre formule successivement # = k,, ..., k;,; 
en multipliant respectivement par Ex. : er, et en ajoutant ierme 
à terme, 1l viendra, en vertu de (14), 
[+] 
+ dix Tr = 0, 
el 
et cela quel que soit &. 

Donc le système homogène (12) admet les solutions (14) dépen- 
dant de 7 paramètres et n'en admet pas d’autres. 

Considérons maintenant le système non homogène (10) et sup- 
posons qu'il admet la solution x, x,, .... Il est évident que l'on 
peut ajouter à cette solution une solution quelconque du système 
homogène (12). Ajoutons en particulier la solution qui correspond 
aux valeurs £, —— 7! E, —— x! : la solution x’. x’ du 
a U ) NV Eee kyeso SE ke S 1 po Los ee 
système (10) qui résulte sera de sorte que +}, ..., x}, s'annulent.: 
C'est-à-dire, lorsque le système (10) admet des solutions, il y a 
entre elles une pour laquelle x, —=...— x; — 0, et toutes les autres 
solutions se déduisent de celle-ci en y ajoutant les solutions (14) 
du système homogène (12). Tout revient donc à ce qu'on puisse 
déterminer une solution (x) de (ro) telle que ze 

ù V4 r 

Mais dans ce cas les autres inconnues satisfont au système qui 
résulte du système (10) en y supprimant les équations numérotées 
Li, --., tr et les inconnues z;,.., x; Or le déterminants 
à . : KA Ps t SE Lr. | 
tème ainsi modifié est LES en 
ki, …. Ve 

admet une solution et une seule. Pour que le système (10) puisse 


) -< 0; par conséquent, le système 


être résolu, 1l faut et il suffit que leswaleurs x, = tt 
pour les autres #, les valeurs tirées du système modifié, satisfassent 
aux équations de rang #,, ..., t. On en tire r relauons entre les 
seconds membres des équations (10); ces relations expriment la 
condition nécessaire et suffisante pour que le système puisse être 
résolu. 


On peut donner à cette condition plusieurs formes, analogues à | 
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celles que l’on connaît dans le cas ordinaire des systèmes finis. 
Nous n’y insistons pas. Le fait essentiel qui résulte des considé- 
rations précédentes consiste en ce que la théorie classique des 
déterminants s'étend aux déterminants infinis normaux et aux 
systèmes d'équations qui y correspondent. 


LES DÉTERMINANTS ABSOLUMENT CONVERGENTS. 


26. En tâchant d'étendre les résultats précédents à des cas 
plus généraux, M. von Koch a bientôt observé qu’une modi- 
fication très légère du raisonnement conduit à une extension 
considérable des résultats (). En effet, l'expression majorante II 
est beaucoup plus riche en termes que le déterminant A; elle 
‘ contient tous les produits des |a;;|] dont les facteurs appar- 
tiennent à des colonnes distinctes. Le procédé de M. von Koch 
consiste à construire une expression majorante plus conforme à la 
‘structure des déterminants. Il prend comme point de départ la 
définition suivante : 

Soit donné le tableau à double entrée ( A;;) et supposons que le 
produit P formé par tous les éléments diagonaux A;; converge 


\ 


) 


et formons une suite de nouveaux produits Pen permutant dans P 


absolument(ce quirevient à supposer convergente la série Y]A;;—1 





les seconds indices de toutes les manières possibles el en attri- 
buant à chaque produit ainsi obtenu le signe + où le signe —., 
selon la parité ou l’imparité du nombre des transposilions néces- 
saires pour passer du produit initial P au produit considéré. Si la 
série À formée avec tous ces produits converge absolument, même 
si l’on remplace partout A;; par 1+ |A;; —1|, nous convenons de 
considérer À comme le déterminant des A; et de dire que le déter- | 
minant converge absolument. 


221. Posons a;—A;;—1 et a; — A;x pour tk. En dévelop- 
pant les produits P, P' suivant les produits des quantités a, l'hy- 
pothèse faite par M. von Koch revient évidemment à ce que la 
somme de tous ces produits converge absolument. Or, les termes 





(1) Vox Kocn, Sur la convergence des déterminants d'ordre infini 
(Bihang till K. Svenska Vetenskaps-Akademiens Handlingar, t. XXII, 1890, 
NASA TA Tr). 


R. | 3 
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d’une somme absolument convergente pouvant être rangés d’une 
façon quelconque, on en conclut que À admet les développements 


Aj+(A2—A;)+(A3— A5) +..., 


ee] +] 
> | > | ii ij 
1 +— djj + | 
| dji dj; 


T1 2e 


æ ii ii ik 


5e > Qÿi Ajj Ajr | Tete 
i,7, K = ki dy}: j A }}; 





De plus, quand le déterminant A converge absolument, il en sera 


A \ LS . . A …. ve 
de même quant à ses mineurs priInCIpaux . }- En effet, tous 
| 215 CRE Lr 


les produits des quantités a, dont se composent ces mineurs, 
entrent aussi dans le développement de A. 
Ces mineurs principaux ne peuvent pas tous s’annuler. En effet, 


quand Mm—c, la somme des produits des a, dont se compose 
AISNE ONETTE 


RE 1 
( Ar } tend vers zéro, donc ( 


— 1; PAT CONSO 
IS ue. 


T'en 


Te 071 
Moy. 
I LL 


TA 


pour m suffisamment grand, ( 


Il convient d'observer que, pour les mineurs non principaux, la 
convergence absolue du déterminant À n’entraine pas toujours 
celle de ses mineurs. Mais, dans le cas où aucune des quanti- 
tés a;x (1 <k) ne s’annule pas, la convergence absolue de tous les 
mineurs suit immédiatement de celle de A lui-même. 

Supposons en particulier que lè déterminant À et pour un cer- 


te nr U 
tain indice #, les mineurs (5 convergent absolument. Dans cette 


hypothèse, en rangeant les termes d’une façon convenable, on 
obtiendra la règle de Laplace : 


{k £ t 
À = (3 Ne Gi) 


En utilisant ces résultats, le lecteur se rendra aisément compte 
de ce que la méthode des déterminants s’applique aux systèmes 
infinis d'équations linéaires dans tous les cas où les déterminants 
qui entrent dans le calcul et leurs mineurs convergent absolument. 


28. M. von Koch a donné une condition nécessaire et suffisante 
de ce que le déterminant A converge absolument. Considérons les 
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produits circulaires des quantités 4x; nous entendons par produit 
circulaire d'ordre r tout produit de la forme a, ; a is 
les indices £,, ..., &, étant supposés être distincts. Par produit 
circulaire du premier ordre nous entendons les quantités a;;. Tous 
les produits circulaires figurant dans le développement de A, on en 
conclut que pour que A converge absolument il faut que la série 


CRT as 


formée avec tous les produits circulaires converge absolument. 
Mais cette condition nécessaire est aussi suffisante. En fait, for- 
mons le produit infini I(1+]|p|), étendu à tous les produits cir- 
culaires p. Le développement de ce produit contient, en valeur 
absolue, tous les termes du développement de A. Lorsque X|p| 
converge, Il(1+/|p|) convergera aussi. Par conséquent, lorsque 
Z| p | converge, le déterminant A sera absolument convergent. 

Pour que le déterminant infini À converge absolument, il 
Jaut et il suffit que la série formée avec les produits circulatres 
des quantités a;x converge absolument. 


29. Il est presque évident que les déterminants normaux 
convergent absolument, ainsi que les autres qui en résultent, en 
remplaçant les éléments d’une colonne par des quantités bornées 
dans leur ensemble. En effet, quant aux déterminants normaux, le 
produit infini IT(1 + | a;x|) étendu à tous les £ et à tous les À est 
convergent, et le développement de ce produit contient, en valeur 
absolue, tous les produits circulaires. Pour les déterminants du 
second type, une telle expression majorante résulte en ajoutant le 
facteur 1 + C et en supprimant, d’autre part, les facteurs qui cor- 
respondent à l'indice Æ. Les mineurs appartiennent au même 
type, donc ils convergent aussi absolument. 

En cherchant des règles plus générales, M. von Koch a formé 
une suite de critères de plus en plus précis de ce que le détermi- 
nant À et tous ses mineurs convergent absolument. Nous nous 
bornerons ici à exposer un des plus simples qui est d’ailleurs 1m- 
portant pour ses applications aux équations intégrales. 


Pour que le déterminant À et tous ses mineurs convergent 


(:) Von Kocx, Sur la convergence des déterminants tnfinis (Rendiconti 
el Circolo mat. di Palermo, t. XXVIII, 1909, p. 255-266). 
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absolument, il suffit que les deux séries 


co Co 
DT E 


ii DR —A 


2 





con vergend. 


Observons que les mineurs appartiennent au même type que À, 
donc nous pouvons nous borner à démontrer que A converge abso- 
lument. D’après le théorème que nous venons d'établir, tout 
revient à démontrer que la somme des modules des produits 
circulaires converge. Quant à ceux du premier ordre, nous 
l'avons supposé explicitement; nous n’aurons à envisager dans 
la suite que ceux d’ordre > 1. 


Nous suivrons la marche de la démonstration de M. von Koch. 


Posons 
2 (Sur) 


la sommation s'étendant à tous les entiers £, £—=1,2, ..., sauf 


les combinaisons £— k. Désignons par |£,, &, ..., | la valeur 


12 | 


absolue du produit circulaire &; ;,, &;,, ..., @i,;, et par [ü, do, ..., 


irir+4 ? 


tr; tu | celle du produit Gijinr Gisiys +5 À ; nous ÿ supposons 


les indices £,, 1», ... d’être distincts; chaque fois que cette con- 
dition n’est pas remplie, nous posons, par définition, 


lé ta, 22, toi 0: ls ar Érittre ile 0 


Dans les calculs qui suivent, nous nous servirons de l'inégalité 
: et à 1 . 
bien connue de Lagrange-Cauchy (!) : 


(15) DXZ 4 (Ziant)sErar Eur 


portant sur des nombres quelconques. Elle découle de l'identité 
de Lagrange ; 


DA ar Ÿ] bi? = (2 aubel)+ D: (laibr |— | ax b;|)2. 


i,k(i<k) 





(1) Caucuy, Cours d'Analyse de l’École royale Polytechnique, Paris, 1824, 
Note IT: "Œuvres. r'série; t IE 
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La sommation peut être étendue à une infinité de termes; il 
faut supposer seulement que les deux séries qui figurent dans le 
dernier membre de l'inégalité (15) convergent; la convergence 
absolue des autres séries en résulte immédiatement. 

Après ces préliminaires, considérons d’abord le cas 5 1. 


On a, d'après (15), 


(2 D'ÉXEPDOTES 
Î j 


/ 


ce qui donne, pour it —#, 
DHUMAELS 
a 


et, d'autre part, pour z quelconque, 


Donc, les inégalités 


(16) à A NMEN EST 
CL > > | 21, Le, .. D fl | È on [? 
] Srfaais 


sont vraies pour n — 





2, Supposons qu'elles soient vraies pour une 
valeur déterminée de 7 et montrons qu’elles subsistent pour 7 + 1. 


On a 


» | Li, cniale 22 En415 | p> MT Us Cr LE 


EUR DE NT tip 


Dirt F2 [tie ln); ril) | 
ln +1 à AL 


l ln +1 


( » than) di? 01708 >: | lt, Un+1 :) “Tia 


ie |— 


IA 


Uin+1 
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et 


UE 0) 


] da ee ln 4 
. . . . . 2 
= D | 21, do | D RÉRRPRENL  UE 
] la Ége in +4 
. . . . . 2 
DH ID) D déni; il) 
a J; de RS AUS 7 
DS Li, Lo [2 in-2 Ÿ | te. j [2 =vnÿ | di Æ (2. 
l; lo,] k 


C'est-à-dire que les inégalités (16), (17) étant supposées vraies 
pour », elles subsistent pour n +1. Mais elles sont vraies pour 
n = 2; par suite, elles le restent pour ? quelconque. 

D’après (16), la somme des modules de tous les produits circu- 
laires d'ordre => 1 reste inférieure à la somme de la série conver- 


gente 


c2 








Hoi... — ; 
Lis 
par conséquent, le déterminant A converge absolument. 
Dans ce qui précède, nous avons supposé 5 1. Je dis que le 
4 , “ \ . . . : 
cas général se ramène à ce cas particulier. En fait, quand D lai f? 


i,k 
converge, on peul choisir m de sorte que 


co 


à air P< 55 


i=m+i1,k=1 


le nombre 77 étant déterminé de cette façon, on choisira une quan- 
uité positive { suffisamment petite pour que | 


m _ 
A Li 
DD 


LA A 


(1) Cf. outre le Mémoire de M. von Koch, la thèse hongroise de M. Szäsz : 
A végtelen determinänsok elmeletéhez, Budapest, 1911, où ces systèmes et les 
déterminants qui y correspondent sont étudiés indépendamment de la théorie 
générale des déterminants absolument convergents. 
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Multiplions par t les éléments des m premières lignes de A; il 
résulte immédiatement de la définition donnée au n° 26 que le 
déterminant À converge ou ne converge pas absolument en même 
temps que le déterminant modifié. Mais, pour ce dernier, ona cs <1; 
donc 1l converge absolument. Par conséquent, le déterminant A 
converge aussi absolument. 


30. Les considérations précédentes font voir que l’on peut 
étendre les résultats obtenus portant sur les systèmes (10) et (12) 
en imposant aux inconnues #4 el aux données a;x, c;les conditions 
que les séries D Ex IE DAC d | aix |? et DEAR convergent. 

k i a À i 
L'application la plus importante de tels systèmes est celle aux 
équations intégrales. Nous en parlerons plus tard et nous verrons 
que les conditions imposées maintenant se présenteront d’une 


façon bien naturelle, sauf la convergence de > ax: Observons 


que l'on peut se débarrasser de cette dernière condition en mul- 

tipliant les équations du système par des facteurs convenables. 
P Y | 

En fait, supposons que les séries DA DATE et alors en 

i 1K 

particulier la série d'ail convergent; en appliquant l’inéga- 

a? a a* 


2 ES) [.2.4 


[a |? 


2. 








ë 
lité Je*(1+ a)—1|— elai et 





en remarquant que &;;— 0, on en conclut immédiatement la conver- 

gence des séries dec”, » Le" #ia;z|? et > Lei +ai)—1] 
i i,k i 

Par conséquent, si l’on multiplie chacune des équations par la 

quantité correspondante e-“x, le système modifié sera du type déjà 

considéré. 


31. Enfin, supposons que les données a;; soient des fonctions 
&ix(À) d'un paramètre À, holomorphes dans un domaine D et 
supposons de plus que les conditions y imposées soient, par rap- 
port à À, uniformément remplies. Par exemple, quand il s’agit des 
déterminants normaux, nous supposons que D ax(à)| converge 

ï, À 
uniformément. Cela posé, les développements donnés pour À con- 
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vergent uniformément et la fonction A(}) ainsi définie est holo- 
morphe en À. 


Lorsque À n’est pas racine de A(}), le système d'équations formé 
AG) (X) 

10) 
Envisagée en fonction de À, æx(}) est méromorphe dans l’intérieur 
du domaine considéré et ses pôles sont racines de A(À). 


avec les a;x(X) admet une solution bien déterminée xx (À) — 


En développant le déterminant A(À) en série procédant suivant 
les produits des fonctions a;4(À), cette série converge absolument 
et uniformément et l'on peut appliquer à l'étude de la fonction 
A(À) les règles générales concernant les séries de fonctions ana- 
lytiques. En particulier, on peut calculer les dérivées successives 
de A(}) par rapport à À et il est facile de préciser les condi- 
uons pour que ces dérivées puissent être mises sous la même 
forme que pour les déterminants d’ordre fini. Supposons par 


exemple que la série > la:x(})| converge uniformément dans le 
. ik : 
domaineD; doncle développement de A(à) y converge absolument et 
dA() 
d} 
d'aix(X) 
TT — 


uniformément et on en obtient la dérivée en différentiantterme 





à terme. D'autre part, la série > étant aussi convergente 








1% 
et les mineurs du premier ordre du déterminant A(à) restant bor- 
nés dans leur ensemble, la série 


, da;} 
(18) DA dÀ 


converge absolument. Or, on peut aussi développer les mineurs 
suivant les produits des foncuons a;x(À), et même si l’on remplace 
chaque terme par sa valeur absolue, les mineurs ainsi modifiés 
restent bornés dans leur ensemble. Donc en développant (18) 
da;x(À) 
k d'À 

converge absolument; par suite on y peut ranger les termes d’une 


suivant les produits des fonctions a;x(À), ; la série obtenue 


façon arbitraire, on peut les ranger, entre autres, de sorte qu’on 
obtienne la série qui résulte en différentiant terme à terme le 
développement de A(À). Par conséquent, la série (18) repré- 
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dA(X < 2 . 
sente E ), Enfin, en posant A; (À) = 1 + a;x(X) ou aix(}) suivant 

. , . L d'A) ELA daix(À) . ” À 
quét— kour-<f, on a D alors, en remplaçant 


d'air d'A;x . d'A 
} LE LA ) ® 3 Ne : 
dans (18) les D Di > | expression obtenue pour = aura la 


forme habituelle. 


— 000 =— 





CHAPITRE II. 


ESSAI D'UNE THÉORIE GÉNÉRALE. 


INTRODUCTION. 


32. Pour appliquer la méthode classique des déterminants aux 
systèmes infinis, il fallait imposer aux données des conditions 
plus ou moins restrictives, et 1l faut avouer que c’est la méthode et 
non le problème qui exigeait ces restrictions. Dans ce qui suit, 
nous nous placerons à un point de vue beaucoup plus général, dû 
en principe à M. E. Schmidt (!). Nous commencerons par pré- 
ciser la nature des solutions admises (x};) et, quant aux données, 
nous ferons la seule hypothèse que pour tout système admis (xx), 
les séries figurant au premier membre des équations doivent être 
convergentes. La question principale sera celle de l'existence des 
solutions; il s’agira seulement en second lieu de l’appareil qui les 
fournit. 

Le cas le plus important au point de vue des applications est 
celui où l’on exige que dx converge. Pour le traiter par la 

’ 
méthode des déterminants, il nous fallait supposer convergentes la 


série double D lex? et la série di Comme nous allons voir, 
ik i 
la théorie de M. Schmidt ne suppose que la convergence des séries 
simplement infinies D Jaxf. Une théorie intermédiaire fut basée 
= 
par M. Hilbert sur l’étude des formes quadratiques et des formes 





(*) Scnmipr, Ueber die Auflôsung linearer Gleichungen mit abzählbar 
unendlich vielen Unbekannten (Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo, t. XXW, 
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bilinéaires à une infinité de variables (!); elle est beaucoup plus 
efficace que la méthode des déterminants, mais elle est moins 
générale que celle de M. Schmidt. Quant à l’ordre historique, il 
convient d'observer que la théorie de M. Hilbert est antérieure à 
celle de M. Schmidt, elle l’est aussi à l’étude des déterminants tels 
que d Jaxf? converge, mais elle est postérieure à la théorie géné- 
i,k 

rale des déterminants infinis et absolument convergents. 

Les Chapitres IV et V sont consacrés à la théorie de M. Hilbert. 
Dans le présent Chapitre, nous allons exposer, sous une forme 
légèrement généralisée, la théorie de M. Schmidt. 


LES INÉGALITÉS FONDAMENTALES. 


33. Nous aurons à parür de l'inégalité 


21 1 


L P 


n x P 


(1) Ÿdarbr È Ne r=) DIPT 


= 1 FA ” = 


(PT), 


portant sur des quantités ax, b; quelconques, réelles ou non. 
Établie et utilisée déjà par Cauchy pour p — 2 (?), elle fut étendue 
par M. Hôlder à tous les p > 1 (*). 

Il suffit de démontrer linégalité (1) pour des quantités &x, by 
positives; elle subsistera, à plus forte raison, pour des a et b 
quelconques. On peut aussi supposer les &« et b essentiellement 
positives, en considérant comme des cas limites les cas où l’une ou 
l’autre de ces quantités s’annulent. Enfin, on peut supposer 7 —», 
car, ayant démontré l’inégalité pour ce cas particulier, on l’étend 


(:) HiLBERT, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen JInte- 
gralgleichungen, 4. Mitteilung (Vachrichten d. k. Gesellschaft d. Wiss. zu 
Gôttingen, 1906, p. 157-227). 

Les six Mémoires de M. Hilbert sur les équations intégrales viennent d’être 
réunis dans un Volume (Leipzig, 1912). 

Cf. encore HILBERT;, Wesen und Ziele einer Analysis der unendlichvielen 
unabhängigen Variabeln (Rendiconti del Circolo mat. di Palermo, t. XXVIT, 
1909, p- 59-74). 

MRC 7n 29. 

($) HÔLDER, Ueber einen Mittelwertsatz (Nachrichten Ges. Wiss. Gôttingen, 
1889, p. 38-47). 
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à tous les » en raisonnant par récurrence. Donc 1l nous reste à 
démontrer l'inégalité 
DA 


( P P P 1 
(2) &i 01 + a2b2 — re ee) (bP+ BP Yo, 





les quantités &,, bi, a, b: étant supposées essentiellement posi- 
tives. 

La démonstration se fera aisément à l’aide des méthodes usuelles 
du Calcul différentiel; en laissant fixe les quantités àa,, &», d,, on 
fait varier D,; la dérivée de l'expression au premier membre, 
par rapport à #,, ne s’annule que lorsque 


elle est positive pour toute valeur plus petite de D, et négative pour 
toute valeur plus grande. Par suite, la valeur envisagée de b, rend 
maximum la valeur de notre expression; en substituant, on 
reconnaît que cette valeur maximum égale 0. L'inégalité (2) est 
donc vraie; de plus, le signe — ne vaut que dans le cas (3). 

Pour le cas où les quantités ax, bx sont positives, M. Jensen a 
donné une interprétation géométrique très intéressante de l’inéga- 
lité (1). Il envisage la courbe y = x?(x > 0); cette courbe est con- 
vexe, c'est-à-dire que les cordes sont siluées au-dessus de la courbe. 


Soient P,,..., P, les points de cette courbe ayant pour abscisses 
1 1 

de, UE Au b,. Affectons ces points des masses posi- 

P p | 

üives a, ..., al1. Cela posé, l'inégalité (1) exprime le fait 

que le centre de gravité du système est situé au-dessus de la 

courbe; le signe — ne conviendra que si les points P coïncident (!). 
l'inégalité (1) s'étend immédiatement aux séries infimies. En 

p 
effet, supposons que les deux séries A 2|a;|" B — >]|b;|? 
convergent; cela posé, les sommes partielles de la série Z|a;b%| 
ptet 
ne surpasseront pas, en vertu de (1), la borne À ? B?. Par 


(1) JENSEN, Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les valeurs 
. moyennes (Acta mathematica, t. XXX. 1906, p. 175-193). 
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conséquent, la série Èaxbz converge absolument et l’on a 
Di 1 
co co P VE co \ P 
G) Dabs( Die Zi) (p>5). 
FA RM RL 
34. Nous aurons encore à nous servir de l'inégalité 
il 1 1 
, = P : 5 E à 
(5) (2163 ex 1# SE Ulatr) + Ni r (p>1). 
Re 1 KL VE 
| 
F . On l’obtient par une analyse tout analogue à ce qui précède; mais 


elle suit aussi immédiatement de l’inégalité (4). Nous nous con- 
Lentons d'exposer le cas où il s’agit de quatre quantités positives &,, 
&2, by, db, car on passe de ce cas particulier au cas général en 
raisonnant tout comme plus haut (1). 

| En appliquant (2), écrivons 


:6) (&i + bi)? + (@2 + D2)P 
= (4 + bi)?-la; + (Go + ba)P-1 2 + (ai + bi)?-1bi + (A2 + ba)P—1 D» 


pi 1 pi : 
É [(@1 + bi)? + (as + b2)r] P (ar + ab }ÿ + [(ai + bi)? + (as + b2:)?] P (bP+ bb); 


le signe — ne convient que si 


COS Are SLA D: = as. 


(!) Pour un nombre fini de termes, l'inégalité (5) fut établie par Minkovski : 
Diophantische Approximationen, 1907, p. 95. Il s’agit dans cet Ouvrage de la 
théorie importante que son auteur appelle Géometrie des nombres. Dans l’ordre 
d'idée de cette théorie, l'inégalité (5) sert à exprimer la convexité du domaine à 


n dimensions 
nr 
> HAL E 


K—="1 


Remarquons que, dans les raisonnements qui suivent, l'inégalité (5) pourrait 
être remplacée, pour la plupart des cas, par l'inégalité à peu près évidente, 


LS 


©o co 


ÿ la,+ db, [PS *S | a, lP + o ÿ lb, 1r. 


A1 fe1 = | 


16 CHAPITRE III. 
| un 
En divisant par [(ai + b;)P+ (a:+ b:)?] ? , on obuentl’iné- 


galité à démontrer : 
: 1 ÿl 1 


[Ca + bi) + (ao + ba)P PS (a? + abY + (bP + bBY; 


le signe — n’a heu que dans le cas précité. 
Voilà une seconde forme de notre inégalité, que l’on obtient 
) 
en y remplaçant ax par ax — by : 


1 1 
P 


\ \ 


# 
( Sr: r) D: 0) (Der 
RL 


S Al KA 


Précisons encore les conditions pour que le signe — convienne 
dans (5). Pour cela, il faut et 1l suffit que les b soient propor- 
tionnels aux à : 

GT Die MEET 
et que ces rapports soient positifs. 

Ces conditions sont évidemment suffisantes. Montrons qu'elles 
sont aussi nécessaires. Quand la seconde condition n’est pas 
remplie, on peut augmenter la valeur des termes [ax + b4|[? sans 
modifier la valeur absolue des a et b. Donc cette condition doit 
être remplie, et quand elle est remplie, on peut supposer, sans 
restreindre la généralité, que les a et b soient positifs. Mais, dans 
ce cas, le signe — ne peut servir que quand les b sont proportion- 
nels aux @. En effet, supposons, pour fixer les idées, &, : b, Zas:b», 
c'est-à-dire &; b,< a2b,. Nous venons de voir que, dans ce cas, 
c'est le signe qui convient dans (6); donc, on peut augmenter 
la valeur de 

(a+ bi)P+(a3+ b2)P 
sans modifier celle de a? + a? ou celle de b? + b?. Alors on aura 
augmenté le premier membre de (5) sans modifier le second; 
par conséquent, dans le cas posé, le signe — sera exclu. 


LE PROBLÈME. THÉORÈME DE M. LANDAU. 


39. Considérons le système formé d’un nombre fini ou d’une 
infinité dénombrable d'équations 


Le) 


(8) D anr= 0 (=). 


K==1 


: A 
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Etant donné un nombre p > 1, choisi arbitrairement une fois 


pour toutes, on se propose de déterminer une solution (x4) du 
système, et cela de sorte que la série 


(9) | DIET 


, A1 
converge. 


Quant aux données, nous ne faisons qu'une seule hypothèse. 
Il faut que moyennant cette hypothèse, les équations (8) aient un 
sens. Mais avant d’avoir effectué la résolution, nous ne savons rien 
sur les quantités 3. Nous sommes donc amenés à supposer que 
les premiers membres de (8) convergent pour tout système (æ4) 
tel que (9) existe. Cela revient à supposer que, pour tous les £, 


les sommes 
20 
a 3 
D [aix |P—1 


= 


convergent. En eflet, MM. Hellinger et Tœplitz ont démontré pour 
p=2('), et M. Landau pour p quelconque >1 (?), que la 
série 


2 


(10) Da ax Ty} 


== 1 


ne peut converger pour tous les systèmes (x) tels que (9) existe, 
sans que 


ce] P 


(u1) DHETIDE 


K=1 


converge. D'autre part, quand cette dernière condition est remplie, 
l'inégalité (1) permet d'affirmer la convergence absolue des séries 
(HUAR 

Il reste à démontrer le théorème de M. Landau : Lorsque la 
série (10) converge pour tous les systèmes (æx) tels que (9) 
existe, la série (11) converge. Supposons que cette dernière série 
soit divergente; nous allons définir un système (xx) tel que (9) 


(!) HELLINGER u. TŒPLITZ, Grundlagen für eine Theorie der unendlichen 
Matrizen (Nachrichten Ges. Wiss. Gôttingen, 1906, p. 351-355). 

(2?) Lanpau, Ueber einen Konvergenzsatz (Nachrichten Ges. Wiss. Gottingen 
1907, p. 25-27). 
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converge et que (10) diverge. Posons 


n p 
$9= O0, near; 


k=1 


on à $n-—>0. Partageons la suite des indices o, 1, 2, ... en des 
groupes 05 1,2,/...: 215 1 + lycee ee SOReMRe 


L'indice £ appartenant au groupe qui finit par »,, posons 


1 


lax|P—! signe az 
TJ —= sr se CAT 
. SAT Sny_1 
il en résulte 
ñy 
D dark = V, 
KA 


et la série (10) diverge. Par contre, 


par conséquent la série (9) converge. 


UNE CONDITION NÉCESSAIRE. 


36. Supposons que le système (8) admette une solution telle 
que 


co 


(12) D iris Mr. 


1 


Soient u1,..., 4, des nombres quelconques, réels ou non. Les 
valeurs (+) satisfont aussi à l'équation 


SAT n 
D: Ù Midik |Tk—= Ù Hi Ci, 
Mel 


11 11 


qui n'est qu’une combinaison linéaire des n premières des équa- 


(1) Pour la notation signe, cf. la remarque faite au n° ?1. 





* 
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tions (8). En appliquant l'inégalité (4), il vient 


(13) D ic: = S Se lk 


IA i R=AONT—1 








El 
P P L 
co n FiTaE co P 
SA 0 > Dé Mi dik >> læx|e |; 
Le M Et re / CA—= 
: : x 
on en tre, d'après (12), 
Pl 
P P 
ñn © n Pet 
A ct 
(14) »S MiCi| = M D | Hidik ° 
Eee RAI 1 


Ainsi, nous avons établi une condition nécessaire pour que le 
système (8) admette une solution telle que (12). Elle consiste 
en ce que l'inégalité (14) ait lieu quels que soient net les 
nombres réels ou non mu. (Dans le cas où les équations (8) sont 
en nombre fini, on peut supposer n fixe et égal au nombre des 
équations .) 

Nous allons voir que cette condition est aussi suffisante. 


LA. CONDITION EST AUSSI SUFFISANTE. 
CAS OÙ IL Y A UN NOMBRE FINI D'ÉQUATIONS. 


31. Considérons d’abord le cas particulier d’un nombre fini 
d'équations 
ao 
(15) Dr UM ER SEC 


RU 


Supposons la condition remplie. 


Posons 
É É La 
ANG ., Lan) EN Midik, MO co) =) PAZ CH Le LIRE 
i=1 k=1 
p 





p — 1 


[12 
CAC EN en 


2 —1 
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C(lu,..., Un) est une fonction continue des À variables 124, ..., tn. 
Elle l’est aussi en fonction des 2 n variables réelles 


! / 1 TT He ee 
1; 1; ss.) Ans n (pu; = Mit WiV— 14 


De plus, elle admet par rapport à ces 2 n variables des dérivées 
continues du premier ordre. Pour s simplifier le ca calcul, nous ne consi- 











5C 60 5e 
dérons que les combinaisons ue — 1 de ces dérivées. 
i 
On a 
oC C és 
1 oC P re 
(T6 —> — —V—1— c; CP si ne ù 1;C 
(16) TNT FAT di 8 Hj Cy 
j=1 
On a de même 
SF Me. Re. 
O[Ax[”—1 ON AplPaA1: ,— ) 
ap) NI. oueT Ii = + dix| Àx jp—1 l signe A4. 
Hi D DI=A 


Quant à la foncuon A(u,, ..., u,), remarquons d’abord que 
la série qui la définit converge pour tout système des valeurs 
Li, ..., y. On prouve ce fait en appliquant successivement aux 
suites (li @4x), ..., (in Gnx) l'inégalité (5); l’exposant p doit y être 
remplacé par ce qui est permis, Car < — > 1. Dents 








même inégalité prouve que la série qui définit Au, ..., my) 
converge uniformément pour tout domaine fini des 3; par suite, 
AQu,...,1u) est une fonction continue des variables w!, '. 
Différentions terme à terme la série qui définit A (u,, …., u») par . 
rapport à la variable y; (ou u;); le Æ°®%* terme de la série obtenue 
ne surpassera pas, en valeur absolue, le second membre de (15). 


Par conséquent, la série 





FES 2: 
1 DOS P ET P P 
rs a Sr, 
DEN + Se in) DES 
RAM k—1 k—1 
PA 


P 


) 
nr [ Ab, . MP D | aix TE 
ht | 


est une majorante pour la série dérivée; et comme la série majo- 
rante converge uniformément pour lout domaine fini des y, il en 
sera de même pour la série dérivée. Il s'ensuit, en vertu d'un théo- 
rème bien connu concernant la différentiation des séries, que la 
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fonction A(u.,,...,u,) admet des dérivées partielles continues, 
obtenues en différentiant terme à terme. On en conclut que 


æ NE 


OA OA 
(18) D V1 — Ê > dix|Ax |? 


lsigne A. 
On; ou; Re 
F1 











38. Ces préliminaires établis, supposons encore, pour le moment, 
que les premiers membres des équations (15) soient indépendants; 
cette hypothèse peut être formulée en exigeant que MMOLE 2 rt) 
ne s annule pas sans que tous les 4 s’annulent. La restriction ainsi 
posée n’est pas essentielle; nous nous en débarrasserons à la fin 
du raisonnement. Pour le moment, elle nous sert à conclure 
que, pour À bornée, les quantités y restent aussi bornées. En effet, 
au cas contraire, 1l existerait une suite infinie de systèmes (u;), 
de sorte que, pour l’un au moins des indices #, les valeurs (u;) 
croîtraient au delà de toute limite et que, d’autre part, la fonction 
À resterait bornée, L'homogénéité de la fonction À permettrait d’en 
déduire une suite de systèmes (u;) tels que, pour chaque système, 
la plus grande des valeurs |u4;| serait précisément 1, et que Îles 
valeurs de À, qui correspondent à la suite, tendent vers zéro. Or, 
d'après Weierstrass, une telle suite contient une suite partielle 
qui converge vers un système déterminé (u,°). Les eu une 
s’annulent pas simultanément, la plus grande des | 1 ;°| étant pré- 
cisément 1. D'autre part, À étant continue, 1l faudrait avoir 
Au, ..….,u)—o, contrairement à l'hypothèse faite. 

À et C sont des te continues des u, et pour À bornée, 
les 1 restent bornés ; donc la fonction C le reste aussi. Par consé- 
quent, en faisant varier la fonction C sous la condition À — 1, elle 
atteindra son maximum pour certaines valeurs ANTENNES Le pro- 
cédé classique du Calcul différentiel fournit RDS ces NT u les 


équations 


cr UC LP SNS LLC; 


(19) | 2 HR 
ee 
= x © aix| Ax(t; in Un) P= SigDENZ(U1;, .-; Un) 
K=1 . a 
T2 Ua), 


(20) | A(tu my Un) = 1: 


Qt 
WW 
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En mulupliant les équations (19) par pi et en ajoutant, il 


vient 
À ——= C(t, …., Un). 


Par conséquent, on a pour les valeurs envisagées des y 


n #4 1 
D: HAS EN IE TER TE) ro signe Az(l, -.., Hn)= Cr 


= ES ! 
CRÉES A2 PR AENTN 


Or, c’est précisément la solution du système (15) que nous 
venons d'obtenir. En effet, 4,,...,u, étant les valeurs extrémales 


envisagées, posons 
1 nm 


(21) æf)= | Az(u,..., dun) PT signe Az(ui, pr) D pics (K= Fer, 


Tel 


les quantités x} ainsi définies satisfont aux équations (TO 
De plus, il résulte de (14), (20)et (21) 


n P 


[+] 
(22) > [era] D EX ES LS 
A , | 


K=A 1—1 


c’est-à-dire que sous les conditions posées, le système (15) admet 
une solution telle que (12). 
RAR : 
L’inégalité (22) peut être remplacée par une relation plus 
précise. En effet, soit M le plus petit des nombres M rem- 
plissant l'inégalité (14) pour tout choix des quantités 4,, ..., un; 
P 
donc [ M2}?! sera la valeur maximée de la fonction C (L1: US 
variant sous la condition (20). Ce maximum sera atteint pour les 
valeurs envisagées des , qui ont fourni la solution (æ}°). Par suite, 


on a 


æ n P 
(23) DÉPUT = D ci — Mur, 


K=—=1 41 


D'autre part, d’après l'inégalité (13), toute solution (xx) du sys- 
tème (19) satisfait à l'inégalité 
e se Ft 

! pi 
DÉTEREEIE 


er A (tu, Dr) Un ) 


À 
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Ed 


Donc, la solution trouvée (x) jouit encore d’une seconde pro- 
priété extrémale; parmi toutes les solutions du système (15), 
c'est pour elle que la somme Y | æx |? devient la plus petite possible. 

Je dis que (xx) est la seule solution jouissant de la propriété 
que nous venons d'observer. En effet, soit (xx) une telle solution ; 
l'inégalité (5) donne 





1 1 
ve æ æ \P 
sn 47, I ns [ ) 
D Sr) (Siur) | me 
à 2 
KA R=1 = 1 
. (2) 
DA Enr 7 Hd, € À : : 
et comme (-) satisfait aussi au système (15), 1l ne peut 
valoir que le signe =. Or, dans le n° 34, en discutant l'inégalité (5), 


nous avons aussi précisé les conditions d'égalité; appliquons au cas 
présent les critères y trouvés. Il faut que 


DENT AD Le 4; 


et que ces rapports soient posilifs. Mais, d'autre part, 


DIT ILE Die fr. 


KA 


Donc, le rapport envisagé est 1, à moins que le système (15) ne 
soit pas homogène. Or, le cas homogène est évident; 1l y corres- 
HD Poluton extrémalé Ti—T:— ...—0. 

Il faut encore se débarrasser de la restriction que nous avons faite, 
savoir que les premiers membres des équations (15) soient indé- 
pendants. L'inégalité (14) nous assure que lorsqu'une combinaison 
linéaire des premiers membres s’annule identiquement, la même 
combinaison des seconds membres s’annule également. Par consé- 
quent, on peut supprimer certaines des équations, de sorte que le 
système qui reste, équivalent d’une part au système initial, soit 
d’autre part du type considéré, etil est manifeste qu’en réduisant de 
cette façon le système, on n'altérera pas le minimum des M. 


39. Dans ce qui précède, nous avons rattaché la solution du sys- 
tème(15) à un autre problème : rendre maximum l'expression Cen 
faisant varier les u SOUS la condition À — 1. J’essayerai en quelques 
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mots de rendre compte de l’ordre d’idées conduisant du premier 
problème au second. Oublions pour un instant les développements 
qui précèdent et supposons seulement que le système (15) admette 
des solutions telles que Ÿ|+3|? converge et que, parmi ces solutions, 
il y en ait une qui rende cette somme minimum, c’est-à-dire qu'il y 
ait un système (z}°) qui rende minimum la fonction E| xx |? des 
variables +4, les + variant conformément aux conditions (15). Le 
procédé classique du Calcul différentiel fournit le résultat que cette 
solution particulière æ}” doit avoir la forme (21), les valeurs des u 
restant encore à déterminer. On obtient des équations aux incon- 
nues x en substituant les expressions (21) dans les équations (15). 
Les équations obtenues sont linéaires dans le cas p=2; nous 
reviendrons plus loin sur ce cas particulier. Mais elles sont bien 
compliquées dans le cas général; dans ce cas, 1l faut se contenter de 
prouver l’existence d’une solution; cela suffira pour en déduire 
l'existence de la solution minimum (x}°) de (15). C’est ce que 
nous avons fait en suivant un chemin indirect. Ce chemin nous 
était suggéré par l'inégalité (13). En effet, soient u#°, ..., y les 
valeurs à déterminer qui servent à définir les æ/° ; en subsutuant 


en (13) les expressions des x”, 1l résulte 


Gobre CROST | Un) < Gus, Paris un 
A (ui NRA AUUEE)-  DUS 


quelles que soient les valeurs u,, .…., u,. Comme on a d’autre part, 
en vertu de (15), A(u/”,..….,uÿ)—=1, les n°” doivent être la solus 
uon du problème de maximum dontnous sommes parti. 

Ajoutons que, dans le cas où €, —1 et les autres c s’annulent, 
notre méthode revient à peu près à celle dont se servit, pour p =», 
M. Schmidt dans le travail cité au n° 32. Dans ce cas, notre pro- 
blème de maximum lé se transforme immédiatement dans un 


problème de minimum libre : rendre minimum l'expression 


PE 
PSS Mb 
co nl DEA 
N «a — NS LL; 4 
Fu 14 Hi dix 
R=—=1 ns) 


La valeur minimum de cette expression permet une interpréla- 
tion intéressante de nature géométrique. Elle peut être considérée 





5 


Qt 
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dans l’espace à une infinité de dimensions, comme la distance du 
point aux coordonnées &@;x(k— 1, 2,...) de la variété linéaire 
déterminée par les 72 — 1 points (@:x), ..., (Gux), la distance de deux 


points (D), (Cx) y étant mesurée par 
p—i 





co ; p P 


D Lx cr |P—1 


Â=1 


THÉORÈMES CONCERNANT LES SUITES DE SYSTÈMES (Yx). 


40. Avant de passer au cas général, établissons quelques 
théorèmes dont nous nous servirons. 
Considérons la suite indéfinie des quantités y”, 75°, .... Nous 


supposons que ces quantités varient avec », mais de telle façon que 


Dre pr< 6, 


Ra 


l’on ait constamment 


G désignant un nombre positif qui ne dépend pas des n. De plus, 


supposons que les y}° tendent, pour 7 — , vers une valeur déter- 


minée y}. Cela posé, nous dirons que la suite des systèmes (yx° 
tend vers le système (y;). 


Démontrons que l’on a aussi 


(24) Dies cr 


PE 


En effet, on a pour m quelconque 


nt 


Dihein 2irflscr 


REIL PE 


Les sommes partielles de la série à termes positifs (24) 
restant < G?, cette série converge et sa somme reste aussi < (GP. 
Cela étant, envisageons la série 


a 


(25) D ur: 


KA 
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P 
nous avons déjà vu que les séries X|axf?" et 217% [P étant 
convergentes, la série (25) converge absolument. De plus, la 
série (25) converge uniformément pour l’ensemble des systèmes 
(yx) tels que 


(26) D Lyelr< Gr. 


Ki 


En effet, l’inégalité (4) donne pour tout système tel que (26) : 


DE 


20 a P P 


(27) > ARR EU De az [Pi : 


k=m+1 K=m Il 


IA 


le second membre de cette inégalité ne dépend plus des y, etiltend 
, I 
Vers ZÉTO aVeC —« 
nm 


En particulier, appliquons l'inégalité (25) aux systèmes (7x) 
et y; que nous venons de considérer; 1l vient 





Le) 
lim > Ui(Vr— 972 
n =, 
K=1 
m e. e 
£ Him Nr À an CN D EN av | ar v* 
LA 2j PAUVRE) DES KVx 34: 
==:00 ——1 00 
Eh K=m+1 k=m+1 
p==1 
: p NT 
= 0 + 2 G > raz PS1 : 
== 725 


et cela pour » quelconque; par suite, la limite à gauche est o et 
l’on a 


co oo 


28 ay y; = lim Na Le ER 
«28 SÉPTIDE 


Re K—1 


(1) Ce résultat entre comme cas particulier dans le théorème suivant, qui, de son 
côté, est aussi très facile à démontrer : 


Lorsque la suite (y) tend vers (y) pour n infini, et lorsque, de plus, 


(7 


les quantités a" tendent vers des limites a%, de sorte que 


(2) P 
lim » | Dec rl 


== 


k=1 
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41. Outre l'inégalité (24) et l'égalité (28) qui nous serviront 
dans la suite, nous aurons encore besoin d’un principe de choix ; 
il nous permettra de conclure pour les suites de systèmes (7°) 
que nous aurons à envisager, l'existence de suites partielles qui 
tendent vers des systèmes limites (!). Le voici : 


Etant donnée une suite indéfinie de systèmes (y%") satisfai- 
sant à l’inégalité (26), on peut en tirer une suite partielle de 
es), (y), ..., tendant vers un système (Yy}). 


Pour démontrer ce fait, envisageons la suite des quantités y” 


(n—1,2,...); ces quantités restent, en valeur absolue, <G. 
Donc, d’après Weierstrass, la suite admet une ou plusieurs 
valeurs limites. Soit y; l’une quelconque, par exemple la plus 
petite de ces limites, et soient n;, n;, ... une suite d'indices tels 
que la suite ylu), ylr1, ... tende vers y,. De même, la suite ylri), 
yl), ... admettra une ou plusieurs valeurs limites; soit y5 une de 
ces valeurs, et soient n,,n,,.. une suite d'indices lirés de la suite 
précédente, de sorte que y{1), yl1), ... tendent vers y;. En conti- 
nuant ce procédé, on va déterminer des valeurs y;, y?, ... et des 
suites (n;:), (n;'), .… qui y correspondent et dont chacune est tirée 


de la précédente. Or, posons 
Rime Ha [la Hi TLES RE 


la suite (2;) ainsi définie est contenue, sauf toujours un nombre 
fini de termes, dans chacune des suites (7n:), (n;), .... Par consé- 
quent, on a pour Lous les Æ 


Yi lim, 
1—= 


ce qu'il fallait démontrer. 


42. Dans certains cas, notre principe de choix permet de conclure 
que la suite (y}°) tend déjà elle-même vers un système limite (y}). 
Ce cas se produit toujours quand le système (y) est uniquement 


on aura Aussi 


Le] 
Yairi — lim Yafrre. 
n = © 
R=1 k=1 
(!) Voir pour ce principe, son historique et son rôle en Analyse : FRÉCHET, 


Sur quelques points du Calcul fonctionnel, Thèse, Paris, 1906 (impr. aussi dans 
les Rendiconti del Cir. mat. di Palermo, t. XXII, 1906), Chap. IV-VII. 


8 CHAPITRE JL, 
déterminé par le problème dont on est RS En effet, SUPDESS 
que pour un certain k, soit k—#k,,onn ait pas 
‘ (n), 
x, = lim Ya, : 
= © 


(nr) » 


dans ce cas, les quantités y}! étant bornées dans leur ensemble, 


elles admettraient encore une seconde valeur limite 
(29) JE ÉVkn 
et 1l existerait une suite d'indices m,, m2, ... tels que 


(7; 


FES As 


Or, notre principe de choix s'applique aussi à la suite (yŸ1)), 
(y#®), ...; appliqué à cette suite, 1l donnerait un système 
limite (y;"), lequel serait, en vertu de (29), distinct de} 
contre l'hypothèse. 


} ee Sr ner \ (7) : 

43. Jusqu'ici, en considérant des suites de systèmes (y}°) qui 
tendent terme à terme vers un système (y;), nous n'avons fait 
qu'une seule hypothèse peu restrictive, savoir que les sommes 


Go) DRE 


k=1 


restent bornées dans leur ensemble. L'inégalité (24) nous assurait 
que la somme 


(91) DZ [P 


ne pouvait surpasser aucune des valeurs limites de la suite (30). 
Envisageons maintenant le cas où l’on a précisément 


(32) Siritr=iin Ÿ y fr. 


k=1 KR 


Nous allons démontrer que, dans ce cas, on a aussi 


La) au in Dre o 





| 


ESSAI D'UNE THÉORIE GÉNÉRALE. 59 


Soit « une quantité positive aussi petite qu'on voudra. La série (31) 
étant convergente, on pourra déterminer 77 de façon que 


co 


D lrilr= lim D lys |r<er. 


k=m+Ii m+ 1 


Ayant déterminé 7n de cette façon, on aura, en vertu de (5), 


[ee] 

ré 4 |? 
n—= 

k= m +1 

1 1 D 
: p - \? 
£ lim Dire) Drprat]) loc) 
M 0 | 
k=im +1 A=rmt-E1 7. 


D'autre part, on a 


lim dipl; 
= 


car 1l ne s’agit que d’un nombre fini de termes, dont chacun tend 
vers zéro. Par conséquent, 


Le] 
lim > Per) |P<(2e)?; 
n—= © 


At 


et comme le premier membre ne dépend pas de la valeur de e, 
il s’annulera précisément (!). 


CAS OU IL Y A UNE INFINITÉ D'ÉQUATIONS,. 


44. Après avoir établi les préliminaires nécessaires, étudions 
maintenant le cas où le système (8) se compose d’une infinité dénom- 


(1) Inversement, l’équation (33), supposée remplie, entraine évidemment la 
convergence terme à terme des y(" vers les y*; mais elle entrainera aussi la rela- 
tion (32), ce qui suit immédiatement de l'inégalité (7). Ajoutons que pour p — 2, 
ce type de convergence (convergence forte) fut introduit par M. Hilbert 
(loc. cit., 4° Communication, p. 177); c’est aussi précisément de ce type que 
se sert M. Schmidt dans ses recherches. Énoncons encore deux théorèmes concer- 
nant la convergence forte; tous les deux se déduisent aisément des raisonnemeuts 
qui précèdent. Le premier fut établi pour p — 2, par M. Schmidt; le second, 
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brable d'équations. Supposons la condition (14)remplie; et soit M* 
le plus petit des nombres M tels que l’on ait(14). Gela posé, la con 
dition sera aussi satisfaite par les » premières des équations (8) et 
l’on aura M) £M*. Soit (x) la solution extrémale (n° 38) de ces 


n équations. On a 


co 


(34) >. [249 |P = MuYP< M*r, 
k=1 

Donc, la suite des systèmes (xÿ°) (n —1,2,...) contient une 
suite partielle (x}1), (æÿ#), ... tendant vers un système (x;). 
En appliquant à ce système la formule (28), on reconnaît immé- 
diatement que les valeurs x? satisfont à chacune des équations (8). 
De plus, la solution ainsi définie du système (8) est une solution 
extrémale au sens du n° 38, car l’inégalité (24) donne 


D. [æx PE M°?, 

ES 
et, d'autre part, l'inégalité (13) fournit, pour toute solution (x) 
de (8), 
(35) > [æx]P> M*?. 

Me 


Mais 1] y a plus. Le système (8) n’admet qu'une seule solution 


extrémale. Nous l'avons déjà démontré pour le système fini (15); 
1 





pour le mème cas, par M. Fréchet (Comptes rendus, ?4 juin 1907). Voici le 
premier : 

Soit donnée la suite (y), pour qu'il existe un système (y%.) tel que les 
systèmes (3°) tendent fortement vers (y7), ü faut et il suffit que 


Le second théorème constitue une sorte de principe de choix pour la conver- 
gence forte : 


Etant donnée une suite (y); pour que l’on en puisse tirer une suite par- 


tielle qui converge fortement, il faut et il suffit que les séries 
oo 
(n) [P 
SrE | 
KE 1 


convergent uniformément pour tous les n. 
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le même raisonnement s'applique au cas général. Or, (x}) est une 
telle solution extrémale ; et 1l en serait de même pour tout autre 
système, déduit, conformément-à notre principe de choix, de la 


suite des systèmes (x°{?). Par conséquent, d’après le n° 42 
a À Ï , - 


(36) æi= lim x}. 


n— a 


Mais on peut encore préciser beaucoup plus la nature de la 
convergence des solutions (x;°) vers la solution (x). Il résulte 


de (34), (35) et (36) que 


[Le] 
À ieir=tre in Sarir 


M1 F1 


En résumé, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 


Pour que le système d’un nombre fint ou d’une infinité 
dénombrable d'équations 


co 


> ARTE EC; Vie, +01) 


RNA 


s 


dont les coefficients aix sont tels que les séries 
[+] P 
D laut (t=1,2,...) 
= 


convergent, admette au moins une solution (xx) telle que 


co 


DIET 


KT 


il faut et il suffit que l'inégalité 


y Hi Ci <M » D Hi dik 


ait lieu, quels que soient n et les nombres, réels ou non, ti. 
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En particulier, si M désigne le plus petit des nombres pour 
lesquels la condition est remplie, il n'y a qu'une seule solution 
jouissant de la propriété exigée. Au cas d’une infinité d'équa- 
tions, cette solution extrémale (x) est liée aux solutions extré- 
males (x}°) des systèmes partiels (15) par la relation 


lim > [æi— x |P= 0. 


45. Faisons maintenant une rsmarque qui pourra peut-être 
suggérer au lecteur de démontrer autrement Îles faits que nous 
venons d'établir. Soit (x) la solution extrémale du système (8) 
et ajoutons à ce système l'équation 7,—=x;; le système ainsi 
modifié admettra évidemment la même solution extrémale. 
En appliquant à ce nouveau système la formule (14), on sera. 


conduit à l'inégalité 

pe 
P p P 
D )—1 


n Î D nl Î 
I — > Hi &ÿ1 Sig > Li dix M 


al KA 





ñn | 





Cette inégalité exprime que le pont x* du plan complexe doit 
être situé à l’intérieur ou sur la circonférence du cercle dont 
le centre est Eu;c; et dont le rayon est donné par le second 
membre de l'inégalité. Donc,le point +° est contenu dans tous les 
cercles correspondant aux différents choix possibles de x et des ;, 
et comme la solution extrémale est unique, il n’y a pas d’autre 
point commun à tous ces cercles. 

Le même raisonnement s’applique à chacun des points +7. 

Le lecteur qui voudra baser une démonstration sur la propriété 
indiquée de la solution extrémale fera bien de consulter une Note 
de M. Helly (!), où 1l trouvera étudié au même point de vue un 
système d'équations intégrales, correspondant par analogie au 
cas p —1, que nous considérerons plus loin. Il convient aussi 
d'observer que lorsque les données sont réelles, et c’est dans ce 
cas que se place aussi la Note citée, les cercles peuvent être rem- 





(!) Herry, Ueber lineare Funktionaloperationen (Sitzungsberichte d. k. 
Akademie d. Wiss., Wien, t. CXXI, Ila, février 1912). 
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placés par des segments de l’axe des nombres réels et les considé- 
rations géométriques nécessaires deviennent beaucoup plus 
simples. 


LES SYSTÈMES HOMOGÈNES. 


46. On peut encore se demander si le système (8) posséde, 
outre (z;), d’autres solutions admissibles, c’est-à-dire telles que 
Z2|æ7|? converge? Cette question est équivalente à l’autre si le SyS- 
tème homogène 


Le] 


G7) SÉPARÉE 
TES | 
possède, outre Z, = Z»>—=...— 0, d’autres solutions admissibles. 


En effet, de toute solution (x) de (35), on déduira une solution 
MO = (2,7 x) der(8); inversement, toute solution (x;*) 
de (8) fournira une solution (x}) = (xx; —x}); et, d’après (5), 
(x?) et (x;°) sont en même temps admises ou non. 

La discussion du système homogène (37) se ramène à la 
remarque suivante : Lorsque le système admet une solution (x} 
disuncte de la solution évidente x, — x: — ...— 0, 1l faut avoir 
æ} < 0 pour une ou plusieurs valeurs de l'indice k, et en fixant 
l’une de ces valeurs, soit £ — #,, on peut supposer x? —1. Par 
conséquent, le système qui résulte en ajoutant à (35) l'équation 


Tk, = 1, 


doit remplir, pour une certaine valeur de M, la condition portant 
sur les systèmes non homogènes. L'existence d’un indice k, cet 
d’un nombre M tel que la condition soit remplie est donc néces- 
saire et suffisante pour que (35) possède, outre æ, = Z: —...— 0, 
une solution admise. 

Le calcul des solutions du système homogène présente, dans le 
cas de p quelconque, beaucoup d'inconvénients. On s’en rend 
aisément compte en comparant le cas général au cas p = 2. Je fais 
grâce au lecteur de cette comparaison; quant au cas p — 2, 
nous y reviendrons dans la suite. En tout cas, on peut former 
quelque sorte de règle mettant en évidence toutes les solutions; 
cette règle est purement théorique dans le cas général, mais 


64 CHAPITRE III. 


elle se prête bien au calcul effectif pour p — 2. Envisageons le 
système (8), supposons les a;zxfixes et faisons varier les c;; le nombre 
M° pourra être considéré comme fonction des c. Il est évident que 
cette foncuon sera bien définie pour tous les systèmes (c;) qui se 
déduisent de (8) en y donnant aux x des valeurs telles que | æ4/[? 
converge. Donc, en substituant dans la fonction 


MAG ca D 


les premiers membres de (8) au lieu des c;, 1l en résulte une fonc- 
tion F(x,,x:,...) des variables zx, en nombre infimi; cette fonc- 
tion satisfait à l'inégalité 

1 


co P 
(38) Forisrs ile DEL 
JR Al 
Le signe — correspond au cas où (#4) est la solution extrémale 


d’un système tel que (8) avec des c; convenables; le signe < corres- 
pond au cas où il ne l’est pas. Pour que le système homogène (35) 
n'ait pas d’autre solution admissible que æ, = æe =... —o, il faut 





et il suffit que tous les systèmes +; soient de la première catégorie, 

c’est-à-dire que, dans (38), le signe — convienne sans exception. 

Dans le cas contraire, Le système (37) admet aussi des solutions dis- 

inctes de z, = Z>— ,.. — 0. En tout cas, la totalité des solutions 
Sd , V2 : : 

de (35) est donnée par l'équation unique 


SCT REED: 


LE CAS D — 2. LA THÉORIE DE M. SCHMIDT (1). 


4T. Passons maintenant au cas particulier le plus important, 
celui où p — 2, et voyons ce qu’on peut tirer, pour ce cas parli- 
culier, de nos résultats généraux. 





(1) Cf. outre les travaux indiqués de MM. Hilbert et Schmidt : G. KOWALEWSKI, 
Einführung in die Determinantentheorie, Leipzig, 1909, p. 407-455; BÔCRER and 
BRAND, On linear equations with an infinite number of variables (Annals 
of Mathematics, 2. series, vol. XIII, 1912, p. 167-186). 


, 
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D'après (21). les x! sont, dans le cas envisagé. de la forme 
9 k , ere h 


n an n 
CAE A ) Hi Ci Ridik — ) P;dir (1). 


eg À 


= El 


Les 6; se déterminent par les équations 


(39) D aie; (J =1,2,n), 


où 
(2) 
Xi; j —= Aix E je 


Re 
Ces équations s’obtiennent en remplaçant dans (8) les æ% par 
les expressions Xp, a;x. Complétons maintenant le système (39) 


en y ajoutant l'équation 


rt 
(7) 


CR A 
= 1 ; RE Ü 
et chassons les 6; on obtient : 
4 À > " 
%11 An1 Ci 
in Lnn Cn 
(7L)ee di j Œn j O 
(40) GARE re 
Œi An 
Ain Ann 
De plus, on a 
co C2] L(2 ao \ 12 
VON EE EEE us) Vus, 
HA k=—A1 1 K=—1 24 
Les #, satisfont à l’équati 
Donc les ÿ; satisfont à l'équation 
IT 
> ec = M}. 
Teil 
We) a désigne la quantité conjuguée à l'imaginaire @. 
5 


RS 
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En ajoutant cette équation au système (30) et en chassant les », 


il vient 
im ss ms C1 
Lin +. Ann \Cn 
9 C1 Sie 9 Cn à O 
(41) Min) = — ' 
11 ee An1 


: 2 Ain +. Ann 
Or, l’hermitien 


n 


co rm 2 
Zurv=2|2 
AijViV; = Aij:Vi 
BR 
1 


VITE RAA 


élant évidemment positif, le déterminant qui figure au dénomina- 
teur, est réel et positif. Bien entendu, on suppose indépendants 
les premiers membres des équations (15); ce qui revient à suppo- 
ser que le déterminant | 4;;| 0. Dans le'cas contraire, les for- 
mules (40), (41) n'auront pas de sens. Les modifications néces- 
saires dans ce cas appartiennent à la théorie ordinaire des 
équations linéaires; nous n’insistons pas sur ce point, 

Les solutions extrémales (4°) des systèmes partiels tendent, 
comme dans Île cas général, vers la solution extrémale (x;) du 


système total, et cela de façon que 


La formule (41) permet aussi d’énoneer la condition de résolu- 
bilité sous une forme où ne figurent plus les indéterminées LL. 
Envisageons la quantité M comme fonction des c;. Pour chaque 
système (c;), la suite MUM<ME)£MG)£... tend vers une valeur 


positive déterminée, finie ou infinie : M°. Ainsi, la formule 


MÉCCIS CR NRA 
n = Ain +.  An1 


TS 
+ 
& 
CRE « 
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/ 
définit une fonction des variables c; en nombre infini. Cela étant, 
la condition nécessaire et sufjisante pour que le système (8) 
admette une solution (xx) telle que 


(1e d 2 PE MP, 


= il 
est fournie par l'inégalité 
MRCCS C9, .. A M. 


Tous ces détails portent sur le cas général où les premiers 
membres sont supposés être indépendants. Mais la fonction 
M° (ci, Co, ...) existe aussi dans le cas contraire; seulement, pour 
calculer cette fonction, il faudrait apporter à la méthode précé- 
dente quelques modifications légères. 


48. Pour pousser plus loin l'étude des systèmes (8); introduisons 
dans (42), au lieu des c;, les premiers membres de (8), et, au lieu 
des c;, les expressions conjuguées. Il en résultera l’èxpression que 
nous avons désignée, dans le cas général, par F(x,,x2,...) (n° 46). 
Cette fonction F est la racine carrée de l'hermitien à une infinité de 


variables 
a 
«| — — 
(44) D A jt; CAT ASE 
JURA ; 
dont les coefficients se calculent, dans le cas où les premiers 


membres sont indépendants, mpyennant la formule 





Gran ie ER ANMRATETR 
Œyn ++ Ann Anj 
. if .. En j: O 
(45) À jp = — in —— 
n = œ %11 s.. ni 
Ayn +. Ann 


L’hermitien (44) reste, pour tout système de valeurs (xx), 


«, 
—> 


7 0 Le signe =nalieu que si (z;) est/la solution exlré- 
male d’un système tel que (8). Les solutions du système homo- 
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gene 


ce] 


Ÿ ainær = 0 (HET CERN 


Er 


sont caractérisées par le fait que l’hermitien (44) s’annule pour 
ces systèmes (+4) et ne s’annule pas pour Îles autres. La condition 
pour que le système homogène n’admette pas de solution [sauf la 


; LOIR à ; I : Ne 
solution évidente (0)], consiste en ce que À ;; — Ç Suivant que J K. 

Voici encore une interprétation simple des coefficients À ;x. 
Envisageons, pour un indice 7 donné, le système 


co 


(46) > ik tk = Qi} CLS 2 


== 1 


Ë sy] =. I | = 
Ce système admet évidemment la solulion æx= pour ke Die 
D'autre part, pour ‘calculer la solution extrémale du système, on 


n’a qu'à remplacer dans la formule (40) les c; par Îles a;; et à 
faire croître x indéfiniment ; la comparaison avec (45) fournit 


T j —= À ;x CPREST FAC UNS 


C'est la solution extrémale cherchée du système (46). La difté- 
rence des deux solutions de (46): A ;,, A js, ..., Aj;—1,... salisfail 
donc au système homogène. De cette façon, on fait correspondre 
à chaque valeur de 7 une solution du système homogène. 

EN , r > we \ \ 

D'une façon plus générale, soit (£;) un système quelconque de 
valeurs x telles que E | GA converge. Le système d'équations 


Ce] (ce) 
(47) D'anci=S ant UN AL | 
KA k—=1 


admet évidemment la solution æ4= é4 (k — 1,2,...). Evaluons 
maintenant la solution extrémale du système (45). Les n pre- 
mières des équations (45) admettent la solution extrémale 


20 
pin) — AE Re: : 
SU EE” Îk vi (Æ =TI, 2, 0 


1=1 


nous y désignons par ASE la n%° valeur approchée de A;x, qui 


1 
1 


at 
1] 
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figure dans (45). Mais x, — A = ne PT NN EN NRC 


2] , 
la solution extrémale des 7 premières des équations Gi et, d’autre 
part, ces équations admettent aussi la solution +}; — : pour k eur 


il en suit que 


Par conséquent, on pourra APE la formule ( 28); On n'aura 
qu’à remplacer les ax par les &;, les y par les À x et les y{* par 


les A%, et il viendra l’expression cherchée de la solution extré- 


male 


(re (7 
CHROMÉ Va Ej = Sa 


11==100 n—=2 


+ == 1 


La différence des deux solutions trouvées de (47) satisfait au 
système homogène. Elle en fournit la solution générale; en eftet, 
si (x?) en est solution, il suffira de choisir 3 = — x}; alors le 
système (47) deviendra homogène, admettra æi—=æx:—...—0 
comme solution extrémale, et notre procédé conduira à la solu- 
tion (æ}). 

Donc, les formules 


co 
= t+ AE, (Æ=1,2, .….) 
j=1 


comprennent toutes les solutions du système homogène. On peut 
aussi exprimer ce résultat en disant que toute solution du système 
homogène est la combinaison linéaire d’un nombre fini ou d’une 
infinité des solutions particulières À ;;, ..., A j;—1,...(7 —1,2,...), 
les multiplicateurs £; étant assujetus à la condition que DANSE 
converge. 


49. Tous ces calculs se simplifient beaucoup dans le cas parti- 


C2] 
D: — l 
Aij — dik djk — ; 


R=A 


 culier où 


suivant que # LUN ce que nous exprimons avec MM. Hilber et 
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Schmidt en disant que les formes linéaires 


Le] 


d'a: ONE A 25) 


(D | 


constituent un système orthogonal et normé. 
Les formules (40), (41) donnent pour ce cas 


n ñ 
DURE > ik Ci) Mtr)° — > | Ci l2. 


= 1 11 


Par conséquent, la condition, pour que le système admette une 
solution (+4) telle que (43), consiste en ce que 


ip | Ci FE M?, 


2=="1 


et la solution extrémale (x}) est fournie par 


ce] 
rh =S ain: CELA, 0 


T1 


Pour cette solution on a 


Les coefficients de l’hermitien (44) sont 


be] 
(48) À ;k 2 | dote 


NA 


Si, dans le cas posé, le système homogène n’admet pas d’autre 
solution que æ, = æ> —...— 0, nous disons que le système des pre- 
miers membres est complet; car ce fait équivaut à ce qu’il n’existe 
pas de forme linéaire qui serait orthogonale à la fois à tous les 
premiers membres. Pour qu'il en soit ainsi, 1l faut et il suffit, 


k. D’après l’expres- 


* û I here 
comme nous l'avons vu, que A; — pour 


sion (48) des À 4, cette condition peut être énoncé en disant que 
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les formes transposées 


co 


XL CHENE.) 


= 


constituent aussi un système orthogonal et normé. Cette façon 
d'exprimer la condition mérite d'attention à cause de l’analogie 
évidente avec le cas bien connu d’un système orthogonal et normé 
de n formes linéaires à n variables. Dans ce cas, le fait que le 
système est complet résulte immédiatement de ce qu'il y a le même 
nombre de formes que de variables; dans le cas d’une infinité de 
variables, 1l n'y a pas de raison analogue. 

Tous ces résultats concernant les systèmes orthogonaux, s’éta- 
blissent aussi directement d’une façon très simple. Nous ne 
tenons pas à en donner la démonstration directe; ce ne serait 
que répéter rapidement, avec des modifications évidentes, les rai- 
sonnements faits dans le cas général. 


90. Le cas particulier que nous venons de considérer fut discuté 
pour la première fois par M. Hilbert; 1l y était conduit par un 
ordre d'idées dont nous parlerons plus tard. M. Schmidt a étudié 
ce cas particulier d’une facon plus détaillée ; de plus, 1l a réussi à 
y ramener le cas général p = 2 (!). Dans sa méthode, le cas parti- 
culier considéré joue un rôle très important; c’est à ce cas parti- 
culier qu'il ramène le cas général, et cela en appliquant un procédé 
très simple : l'orthogonalisation. Ce procédé consiste à remplacer 
le système (8) par un système équivalent 


(49) ; Durs = d: CENTITIE) 


R == 


dont les premiers membres sont, d’une part, des combinaisons 
hnéaires de ceux des équations (8), et, d’autre part, 1ls forment un 
système orthogonal et normé. D'une façon plus précise, la n'°° 
des équations (49) est une combinaison linéaire des n premières 
équations (8). Pour qu'une telle réduction soit possible, il faut 
que les équations (8) (ou plutôt tout nombre fini de ces équations) 


IC Ple Mémoire cité au n° 32. 
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soient linéairement indépendantes; or, nous avons vu que cette 
restriction est seulement apparente. Les multiplicateurs et alors 
les quantités b;x et d; s’obtiennent aisément. Pour faciliter le 
calcul, nous formerons d’abord un système intermédiaire 


(50) D 'ori= d (ro. 


RE 
en exigeant seulement l'orthogonalité des premiers membres ; pour 


en passer au système normé (49), on aura à diviser chaque équa- 
tion par 


Les données d’un tel système (50) se déterminent, à parur des 
équations linéaires qui expriment l’orthogonalité, par les formules 


Li1 Cac Lin O 11 se te Uin O 
Lt +... Ann XI Xn1 +. Ann «I 
/ Unk -.. Ank O ] bi .. bn ‘o 
FN VERTE TURN TRES CN An — 7 
Hi +. An Hi +... Ain 
An1 +... Ann ni ++. Ann 


Ajoutons que les premiers membres des équations (49) se cal- 
culent aussi à l’aide des formules 


co 2 co 
DATET =D A — Na PET (N =T RER 


RU KA 


Cela revient au fait évident que deux systèmes équivalents condui- 
sent toujours au même hermitien (44). 

Ayant transformé de cette façon le système (8) dans Le système de 
type particulier (49), la discussion et la résolution de ce nouveau 
système s’abordent, comme nous l'avons vu, par des formules très 
simples. Or, en substituant dans ces formules, au lieu des b et des d, 
leurs expressions moyennant les a et les c, on retrouvera les for- 
mules établies plus haut par une autre méthode. 

Mais c'est seulement l’idée principale de l'œuvre de M. Schmidt 
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dont nous venons de parler; quant aux détails, il nous faut ren- 
voyer le lecteur au Mémoire original. Une des caractéristiques les 
plus intéressantes de ce Mémoire est de voir et de parler comme s’il 
s'agissait de la Géométrie. Supposons, pour fixer les idées, qu'il 
ne s'agisse que des quantités réelles. Interprétons les systèmes 
(ax) ou (xx) lorsque Zaf ou x? converge, comme des vecteurs 
dans l’espace à une infinité de dimensions. Étant donné un nombre 
fini ou une infinité de vecteurs, les vecteurs orthogonaux à chacun 
d’eux constiluent une certaine variété linéaire, et l’ensemble des 
vecteurs orthogonaux à cette dernière variété sera la plus petite 
variété linéaire contenant les vecteurs donnés. Par suite, quand il 
s’agit de résoudre un système homogène, on n'aura qu’à envisager 
les coefficients comme des coordonnées de vecteurs, la variété 
orthogonale à ces vecteurs représentera la totalité des solutions. 
Les systèmes non homogènes peuvent être rendus homogènes en 
introduisant une inconnue auxiliaire. Enfin, quant à l’orthogona- 
lisation, ce procédé revient en principe à remplacer les systèmes 
des vecteurs donnés par un système de vecteurs orthogonaux l’un 
à l’autre, et cela de sorte que les deux systèmes déterminent la 
même variété linéaire. 


LES CAS P = I ET P —+ «. 


91. Envisageons maintenant le cas p — 1. Ce cas n’était pas com- 
pris dans nos considérations précédentes qui portaient seulement 
sur p > 1, mais il y entre comme cas limite. 

Dans le cas envisagé, 1l s’agit de déterminer une solution (#4) 
du système (8), et cela de sorte que la série 


ce] 


(51) DE 


H = 


converge. Quant aux données, nous faisons l'hypothèse que, pour 


tous les z, on ait 
Here 0) 


K—\c0 


En voici les raisons. Si l’on exigeait que la série 


Le] 


Hoi)s Dar 


1 
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converge pour tout système (zx) tel que (51) existe, il suffirait 
de supposer que les quantités |a;|(K = 1, 2, ...) restent bornées 
dans leur ensemble. Mais nous aurons encore besoin, tout comme 
plus haut, que cette série converge uniformément pour tous les 
systèmes (7x) tels que 

20 

Ÿ Tr)<G. 

DATES 


k=1 


Donc, en particulier, la convergence devra être uniforme pour 
tous les systèmes tels que l’un des z;= G, les autres o. Substi- 
tuons ces valeurs successivement dans l’expression (52); les restes 
nièmss seront respectivement 


OS à SH Er Gant; Gants, 


Pour que la convergence soit uniforme, 1l faut et 1l suffit que, 
pour 2 —+, ces restes tendent uniformément vers zéro. Ce qui 
revient à supposer, comme nous venons de le faire, que 


LI A10: 


Cette restriction posée, tous les raisonnements auxiliaires, dont 
nous nous sommes servis dans le cas général, s'étendent, mutatis 
mutandis, au cas p =1. 


92. Je dis qu'une condition nécessaire et suffisante pour que 
le système (8) admette une solution (xx) telle que 


(53) D 'Izkl = M, 


K=1 


consiste en ce que l'inégalité 


42 n 
(54) D ic: < M % borne sup..des D Ai 
= k==1,2, Ce 
ait lieu quels que sotent n et les u. 
La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle est 
aussi suffisante. Il suffira d'envisager le cas de 7 équations, le 
passage au cas d’une infinité d'équations se faisant tout comme 


POUMDE=I" 
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Cela étant, on conclutimmédiatementde hypothèse faite : ax —0 
qu'il existe un nombre m tel que la valeur de 


I 
borne sup. des D Lei ir 
Rs tri 
A 
ne dépend que des indices À £ m. Ce fait permet de remplacer notre 
système contenant une infinité d’inconnues par un autre à M incon- 


nues 


nt 


(55) Dre GRAS TRS AUE |: 


KR = 1 


En effet, supposons que le système (55) admette une solution 


(æx) telle que 
D xx |<M:; 


re 


DOS AOL Tnt — Cri =. — 0, ON aura une solution du 
système original, satisfaisant à la condition (53). Or, en vertu de 
la propriété indiquée du nombre m, la condition (54) est remplie 
pour le système réduit (56). D'autre part, on a évidemment 

Ft 


P P 


21) Det 


nm [LÀ 
borne sup. des Ù Made | = > Ù Li dik 
= 2 nt 


AE À K= LL EE 





pour tous les p > 1. Par conséquent, les données du système (55) 
satisfont pour tous les p aux inégalités 
p—1 
P p 


n nt 1 


duc: SM »à SE 


Dee al NE I 





Mais c'est précisément la condition pour que le système (55) 


admette une solution (x) telle que 


(56) DRE O 


Rs 


Par conséquent, 1l existe pour chaque valeur de p > 1 une solu- 
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tion (+}?) telle que (56); pour fixer les idées, on peut prendre par 
exemple les solutions extrémales. 

Les quantités | x, |£M sont bornées dans leur ensemble. Donc 
il existe une suite d’exposants P,, D», ... tendant vers 1 et telle 


que les limites 
a Ur) CAC CUrTL) 


Pv—=1 
existent. Comme tous les systèmes (x,?) sausfont aux équations 
(59), le système limite (x) y satisfera aussi. De plus, on a 


mt nm 
> (REA > | &'Pv) |Pv £ lim MP = M. 
Pr=1 ; p=1 
| 


REA 


La suffisance de la condition est donc démontrée. 


93. Un second cas limite correspond à p +. On exige de la 
solution (+4) beaucoup moins que dans les cas déjà traités; on 
exige seulement que les valeurs (xx) soient bornées dans leur 
ensemble. Quant aux données, on fait la seule hypothèse que les 
premiers membres des équations (8) convergent pour tout 
système borné (xx). Cela revient à supposer que toutes les 


séries ÿ ir (È—=1,2,...) convergent absolument. 
k 


Je dis que la condition nécessaire et suffisante pour que le 
système (8) admette une solution (xx) telle que l’on ait, pour 
tous les k,|xx|<M, consiste en ce que l'inégalité 


(57) De 10 Se 


1 —1 Re AE 


ait lieu quels que soient n et les n;. 

Le passage d’un nombre fini d'équations à une infinité se faisant 
presque tout comme dans les autres cas, nous pourrons nous bor- 
ner à étudier le cas de » équations. 

La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qu’elle 
est aussi suffisante, supposons qu'elle soit remplie et supposons de 
plus (nous savons que cela ne restreint pas la généralité) qu'il 
n'existe aucune relation linéaire entre les premiers membres des 
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I 


NI 


équations. Cela étant, on voit aisément que le rapport 


D S Bidik 


kK=Nm=1 
DEA 
LE ten 
: n p—1 


» » Hi dix 


= lt" 


tend vers 1 pour p — et cela uniformément pour tout choix des LL. 
De LEA < 14 ee e À L 5 £ fJ 

L'inégalité (57) peut donc être remplacée par Na 

P P 


co n DE 


SP £(M+e) D Dia + 


HE e=1 |i—1 


où s désigne une quantité positive choisie si petite qu'on veut 
et p une quantité positive suffisamment grande. Mais l'inégalité 
ainsi modifiée exprime précisément la condition pour que notre 
système d'équations admette une solution (x) telle que 


D ice lP£(M + er. 


K==1 


Soit (zf)) une telle solution ; on aura évidemment, pour tous 
les Æ, [xf|£M+e. En faisant tendre + vers zéro, on parvient à 
définir une suite indéfinie de solutions (x). Puis, en appliquant 
un procédé analogue à celui du n° 41, on déterminera une suite 
partielle, de sorte que pour tous les £, x! tend vers une limite x}. 
Alors, le système (x;) donnera la solution exigée. 

Il convient encore d'observer que, tandis que, dans le cas géné- 
ral p > 1, la solution extrémale était toujours unique, il n’en sera 
pas de même dans les deux cas limites que nous venons de consi- 
dérer. On se rend aisément compte des raisons d’une telle diffé- 
rence. Par exemple, pour le cas p —1, cela revient au fait que, 
dans l'inégalité Y| ax+ b3|[<E| ar| + È| dx], le signe — peut avoir 
lieu sans que tous les rapports ax : b; soient égaux entre eux. 


CHAPITRE IV. 


LA THÉORIE DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES 
À UNE INFINITÉ DE VARIABLES. 


LES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES. 
54. Nous venons de former des critères portant sur des 
classes très étendues de systèmes d'équations ; 1l nous reste à 
les appliquer à des cas de plus en plus particuliers, en dini- 
geant notre attention sur les détails. Pour fixer les idées, nous 


P 
A 





ne nous OCCuUperons que duicas — 9 qui est le plus im- 


portant; mais je me hâte d'observer que la plupart des raisonne- 
ments qui suivent s'étendent facilement au cas général p >1 et 
aussi aux deux cas limites. 

Considérons l’espace hilbertien; nous y entendons l’ensemble 
des systèmes (x4).tels que Z|xx/[? converge. Nous étudierons les 
substitutions linéaires à une infinité de variables, portant sur l’es- 
pace hilbertien. | 

Voici ce que nous entendons par substitution linéaire. À 
chaque élément (+4) de notre espace on fait correspondre (sui- 
vant une certaine loi) un élément bien déterminé (x,). On sup- 
pose que la correspondance soit distributive, c’est-à-dire qu’elle 
fasse correspondre à l'élément (cxrx) l'élément (cx,) et à élément 
(tx + ya) l'élément (4,+7,). En Algèbre, où il ne s’agit que d’un 
nombre finit de variables, la distributivité de la correspondance 
entraine aussi sa conUnuité. Dans notre cas, 1l faut supposer 
explicitement la continuité de la correspondance, c’est-à-dire 
qu'il faut exiger que, lorsqu'une suite d'éléments tend vers un élé- 
ment limite, la suite correspondante tende vers l'élément qui cor- 
respond à cet élément limite. Ce sont ces correspondances, 
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distributives et continues à la fois, que nous appellerons substitu- 


tion linéaire. 


55. Rappelons ce que nous avons entendu par l'expression : la 
PP Ï P | 


suite des éléments (x }(n— 1, 2; ...} tend vers l'élément (xx). 
Nous y avons résumé les deux faits suivants : 1° la suite des x" 


» 


tend vers +4, et cela pour tous les £; 2° les quantités > Lot res 
| k=1 

tent bornées dans leur ensemble (n° 40). En utilisant cette défini- 

tion, on démontre aisément que la continuité entraîne une autre 

propriété importante des substitutions linéaires, savoir celle d’être 

bornée. C'est-à-dire, lorsque la substitution est continue, il existe 


une constante positive M telle que 


2 


(1) D: EE my | æx l2. 


En effet, dans le cas contraire, 1l existerait une suite d’élé- 


n)! 


ments (x}°) et une suite correspondante d'éléments (x}"”), de sorte 
que les sommes X| x}° |? restent bornées dans leur ensemble, tandis 


que les sommes X| x,” 
limite. De la suite (x}°), on pourrait tirer, d’après notre principe de 


choix (n° 41), une suite partielle tendant vers un élément limite ; la 


? croissent, pour A infini, au delà de toute 





suite qui y correspond, ne jouissant pas de la propriété 2°, ne 
pourrait tendre vers aucun élément limite. Donc, la continuité de 
la substitution serait en défaut. 

Désignons par M, la plus petite des valeurs M qui satisfait à (1). 
Nous appellerons la constante M, la borne de la substitution A. 


96. Voici une autre conséquence immédiate de la définition. 
Supposons que la suite (x}°) tende vers l’élément (xx) d’une facon 
forte, c’est-à-dire de sorte que 


2 


(2) DIE Ci 


TEE 


0 





pour ñ—c0. La substitution étant distribuurve, elle fait corres- 
pondre aux éléments (x;— x}°) les éléments(x, — x;"”"). Donc(i) 
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fournira 


o© 


co 
A ! 12 <N 9 
Dire ED ee 


R=n 
a 
> ET Em 2 00 eo 


Reil 


ce qui donne 


En particulier, considérons les réduites de l'élément (+4). Nous 
entendons par n°" réduite ce que devient (æ;) lorsqu'on y rem- 
place les +4, à partir de z,,,, par des zéros. Les réduites de (æ4) 
tendent d’une façon forte vers (zx); par conséquent, 


n 2 


co 
(3) Ÿ x} — : dikTk| — 0 
1=1 He 
I | : 
avec —; et à plus forte raison 
n 
(+) 
IR f L ° 
(4) | MES > dikTx UE LS DIN 


Nous y avons désigné par (a;;) l'élément qui correspond, par 


È % x WT: ’ I . . 
notre substitution, à l'élément x;— pour 7 = 4. 
otre substit : j=, Pour J 2 
Nous voilà arrivés à l’expression analytique des substitutions 
linéaires, fournie par les formules (3) ou (4). À toute substitution 
linéaire correspond un tableau (a;x) tel que les séries Ea;xxx 
convergent pour tous les £ et pour tous les éléments (æx) de l’es- 
pace hilbertien. De plus, ce tableau satisfait à l'inégalité 
co [) 0] 


$] Sauul eur der 


a ML PS (1 Ft 


+ 
Qt 
— 


Inversement, lorsqu'un tableau à double entrée (a;x) satisfait, 
pour une certaine valeur de M et pour tous les éléments (æx) de 
notre espace, à l'inégalité (5), ce tableau donne naissance à une 
substitution linéaire, définie par les formules (4). En effet, la cor- 
respondance définie par ces formules est évidemment distributive 
et bornée ; pour en conclure la continuité, il suffit de remarquer 
que les formes linéaires Ya;;xx sont des fonctions continues de 
l'élément variable (xx), ce que nous avons démontré dans le Cha- 
pitre précédent (n° 41). 


THÉORIE DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES À UNE INFINITÉ DE VARIABLES. 81 


L'inégalité (5), supposée remplie pour tout élément (+4), équi- 
vaut évidemment à l’autre 


[EL nm 2 L42 


A 


> d'aunve EM ||? 


LU RAT 


que l’on suppose remplie pour tout choix des entiers m et n et des 
quantités æ1, ..., Zn. De là la règle suivante : 


Pour que le tableau considéré (a;x) donne lieu à une subs- 
titution linéaire À telle que M,£M, à faut et il suffit que l’iné- 
galité 


ait lieu pour tout choix des entiers m, n et des quantités 
T1, CCNCAL L'n:. 


91. Il convient ici d'indiquer un fait très remarquable, décou- 
vert par MM. Hellinger et Tœplitz. Ce fait consiste en ce que, au 
lieu d’admettre l'inégalité (5), il suffit de supposer que le pre- 
mier membre de (5) converge pour chaque (xx). L'existence 
d’une constante finie M, découle de cette dernière hypothèse par 
un raisonnement très délicat. Les auteurs ont énoncé leur théo- 
rème sous une forme un peu différente; 1ls l’attachent à la notion 
de forme bilinéaire que nous rencontrerons dans le paragraphe 
suivant (!). 


(1?) HELLINGER u. Tœpzirz, Grundlagen für eine Theorie der unendlichen 
Matrizen (Math. Annalen, t. LXIX, p. 289-330). Les auteurs considèrent l’ex- 
pression 


œ \ 


D: DM ca }r0 


T1 K—1 


ils supposent qu'elle converge pour les éléments (x,), (7,4) de l’espace hilbertien. 
D'après un théorème des mêmes auteurs, qui est bien plus simple et dont nous 
avons parlé dans le Chapitre précédent (n° 35), l'hypothèse que la série £b,7 
converge pour tout élément (Yy;), entraine la convergence de XZ]b;,/?. Cette 
remarque permet de ramener l'hypothèse des auteurs à celle du texte. 

Voici en quelques mots l’idée de la démonstration : contrairement au théorème 


R. 6 
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Ajoutons qu'on pourrait remplacer, dans la définition des subs- 
ttutions linéaires, la première définition de la continuité dont nous 
nous sommes servis, par une autre fondée sur la notion de conver- 
sence forte. La correspondance serait dite continue si toutes les 
fois que la suite des éléments (x}°) tend vers (zx) d’une façon 
forte [c’est-à-dire comme (2)], la suite des (x) tend vers (x;) de 
la même façon. C’est seulement la définition qui sera modifiée ; 
les deux définitions étant équivalentes, la notion elle-même restera 


tout à fait intacte. 


LES FORMES BILINÉAIRES ET LES SUBSTITUTIONS TRANSPOSÉES. 


8. C’est à M. Hilbert que l’on doit la théorie des tableaux (a;x) 
tels que nous les envisageons. Son point de départ diffère du 
nôtre au point de vue formel. Il considère la forme infinie bili- 


à démontrer, on suppose que la valeur de l'expression 


co C2] 2 


. 
DA 2er 


LU EE 


za 
: 
DIE 


RE 1 


F1 


puisse surpasser toute borne finie. S'il en était ainsi, les expressions analogues, 
dans lesquelles la sommation ne commence qu’à partir de = m, k = n, jouiraient 
de la même propriété. 

D'autre part, si pour un élément déterminé (x,), on n’étend la sommation que 
jusqu’à des indices mn", n' assez grands, la valeur de expression n’en sera pas sen- 
siblement altérée. Grâce à ces faits, on peut déterminer successivement les indices 
lisK5 Lay K35 ».. et les quantités &,,".,02k,5 ..., &k,; «..; désoNe que 
converge, que la valeur de l’expression 


Lo +1 ko+s 4 


y > dir Tr 


i=i+1l =, +1 


croisse rapidement pour + infini et que, d’autre part, la valeur de l'expression 


i, 


+1 cq 2 
sr 
à | æus 
1H AA 


EnRE 


Due le ur 


+ 
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néaire 
(6) Az, 7)= D anti ri; 
LÉ =A 


etil suppose que les valeurs absolues des réduites 


rm 


LACX, ÿ)la = > dikTk Yi 


DR A 


formées pour tous les » et tous les éléments (xx), (yx) tels que 


(7) DITES D APE 


RE 1 


restent inférieures à une constante positive M. On en déduit 
aisément la convergence des séries (4) et l'inégalité (5); par suite, 
les tableaux de M. Hilbert définissent des substitutions linéaires. 

Inversement, lorsqu'on accepte notre point de départ, toute 
substitution linéaire conduit, d’après l’analyse faite au n° 56, 
à un tableau (a@;x) bien déterminé; l’inégalité (5), liée à celle de 
Cauchy-Lagrange, nous assure que l’on se trouve dans l’hypothèse 


ne dépende sensiblement que des termes d'indices h,+7r, ..., h,,,. Alors, pour 


ce système particulier (æx,), le premier membre de (5) diverge. 

Observons que ce raisonnement est en relation très intime avec un raisonne- 
ment encore peu connu, de M. Lebesgue, qui rattache l’existence de fonctions 
continues périodiques, de période 2 x et dont la série de Fourier diverge ou ne 
converge pas uniformément au fait suivant : La limite supérieure de la valeur 
absolue des ni" sommes partielles des séries dé Fourier des fonctions f (x) 
continues de période 2 7 et telles que l’on ait constamment | f | £ 1, croit indé- 
finiment avec nr [Sur la divergence et convergence non uniforme des séries de 
Fourier (Comptes rendus, 1905, 2° sem., p. 875-837); Leçons sur les séries trigo- 
nometriques, p. 56]. L'idée de M. Lebesgue vient d’être approfondie par M. Fejér; 
elle fut aussi étendue à des problèmes analogues par M. Haar et par M. Lebesgue 
lui-même. Cf. Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme, Thèse, 
Gôttingen, 1909 (réimpr. Math. Annalen, t. LXIX, p. 331-371); LEBESGUE, Sur 
les intégrales singulières (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 
3° série, t. I, rg10. p. 25-115); FEJÉR, Sur les singularités de la série de Fou- 
rier des fonctions continues ( Annales de l’École Normale, 3° série, t. XXVIII, 
1911, p. 63-104), où se trouve aussi une liste des travaux antérieurs. Ces 
recherches n’appartiennent pas au sujet de notre Ouvrage, mais nous les avons 
mentionnées en pensant que leur étude suggérera au lecteur d'appliquer la méthode 
de MM. Hellinger et Tœæplitz à beaucoup de problèmes rentrant dans notre 
théorie, et, en particulier, d'étendre leur théorème à tous les cas p21. 
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de M. Hilbert. Ces deux inégalités nous assurent en même temps 
de la convergence de 


© [°2] 
) ( Ù dik Lk | Vis 
AS NT = 


et de ce que cette somme reste, en valeur absolue, <M. La for- 
mule “ et no: de Cauchy-Lagrange donnent 


IT 


co co [Le] 
: ea 
dik Tr | Yi — lim dik Vi | Tr—= > ) dikVi |Tk 
12 —= © 


2—A10N A — 1 Re 11 KR=1 NT 
D'une façon plus générale, l'inégalité 


nm+p n+q 


D SET SE 


= A1 PE 
n+q m+p n+q 
À S > ik LrVi| + ) ; dikLk Vi 
dl RE ml A 
1 
/ n+q LR m+p Ne 
<M > en MN er 
= ( | | 2 | Ji 
NR = EE i=Inm+ 1 ; 
montre que la limite 
m n 
(9) lim D Sd axærys 
m= >, n = 4 L 
sh NN | 


existe et qu’elle ne dépend pas de la façon dont m et n croissent 
vers l'infini. Lorsque (xx) et (yx) sont tels que (7), la valeur 
numérique de (9)<M. 

Revenons à la formule plus particulière (8). On peut linter- 
préter comme il suit : le tableau (a;x) définit, outre la substi- 
tution (4), une seconde substitution linéaire 

# 


(10) vr= dau 


Fi | 
les deux substitutions sont liées entre elles par la relation 


(11) DÉPENS. 


tt HR 


THÉORIE DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES A UNE INFINITÉ DE VARIABLES. 89 


Nous dirons que les substitutions (4) et (10) sont les transpo- 
sées l’une de l’autre. Pour abréger, nous désignerons la substitu- 
tion (4) par À et sa transposée (10) par À. 

Enfin, quant aux bornes M, et MA qui correspondent aux subs- 
tüilutions À et À, on a évidemment 


Mi = M,. 


L'INVERSION DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES. 


59. Tout comme en Algèbre, on nomme produit de deux 
substitutions linéaires À, B et l’on désigne par AB la substitution 
évidemment linéaire qui résulte des deux premières, effectuées 
successivement : 

AB(xx) ==" A [B(xx)1]. 


Ce produit dépend, en général, de l’ordre des facteurs. 

Soient (@;x), (bi) et (cix) les tableaux qui correspondent res- 
pectivement aux substitutions À, B et C— AB; les c;x; se déter- 
minent par les formules 


[° +] 
Cik = > &ij0 jk (NME AE NN 


j=1 


Soient À et B les substitutions transposées de À et B; la trans- 
posée du produit AB sera fournie par le produit BA. Ce fait 
découle immédiatement des formules précédentes. 

Désignons par E la substitution identique 7, =xx(k=—1,2,...); 


y correspond lentableau (e;:) : ex 17 pour i—%, o pour 


FETE 


60. Etant donnée la substitution linéaire À, nous nous propo- 
sons de déterminer la subsutution réciproque At de À, satisfai- 
sant aux relations 


(12) A1A — AA-1—E. 


Quand A7! existe, elle est univoquement déterminée par(r2), 
ou plutôt, elle l’est déjà par l’une ou l’autre des deux relations 
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ATA—E et AA! —E, En effet, soit D une substitution telle 
qué/DA —{E,ton aura D = DE =DAN ME EAN 
Supposons donc que A! existe; désignons sa transposée pour 
l'instant par A. Les substitutions AW et VX sont respective- 
ment les transposées de A'A — E et de AA! — E; donc, on a aussi 


AN PEN EN EEE 


“l 


c’est-à-dire que X est la réciproque de X et peut alors être 
désignée par Xe 
à à I . . 
Soit maintenant la borne des substitutions A-t et A1. Alors 
7 . 
AT faisant correspondre (x%) à (x,) et X-! faisant correspondre 


(x) à (y), on a 


co co 9 


oo +] 2 
(13) DRE ED ILE d'air 


nn | 21 Et 
ee] 3 


(14) mŸ | Yi EX ÿk 2V D ay 


1 kdl FRS ME | 





Les inégalités (13), (14) expriment une condition nécessaire 
pour que AT! existe. Elles doivent avoir lieu pour tous les élé- 
ments (44), (y:) de l’espace hilbertien, autrement dit, une condi- 
tion nécessaire pour que la substitution linéaire À admette une 
réciproque À!, consiste en ce que les expressions 


2 co ? c 2 9 


Y D'airer| DIS a LA 


1141 h=1|i—1 
M R E e A à 1. 


Le] 


D'izel DIET 


RE; D 


restent supérieures à une quantité déterminée m? > 0. 

Nous allons montrer que cette condition nécessaire est aussi 
suffisante. 

Supposons la condition remplie et envisageons les systèmes 
d'équations (4) et (10); nous y regardons les àa;x, æ;, y; comme 


donnés. Posons, dans (11), 121, ..., Un, 0, 0, .…, au lieu des y;; en 
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appliquant encore l'inégalité de Cauchy-Lagrange, il viendra 


2 





ra 2 7 co 00 
Deus SD imPdiars D ler D) D ua 


… n 
= ==] 11" 2 LES MER 


Mais c'est précisément la condition pour que le système (4) 
admette une solution (x;) telle que 


(15) S'iits Vie 


k= 1 al 





Par conséquent, le système (4) admet, pour tout élément donné 
(x;), au moins une solution telle que (15). 

De même le système (10) admet, pour tout élément donné(y;), 
au moins une solution ( y;) telle que 


I Aya 
(16) > DR ù | Jx P 
K==1 


ER | 


Je dis que les solutions des systèmes (4) et (10) sont uniques. 
En fait, dans le cas contraire, si par exemple (4) admettait 
deux solutions distinctes, le système homogène qui y corres- 
pond admettrait une solution (z,) distincte de la solution évi- 
dente = %2—=...—0. Mais d'autre part, pour un système homo- 
gène, le second membre de (15) s’annule, et nous voilà arrivés à 
une contradiction. 

En résumé, le système d'équations (4) fait correspondre à tout 
élément (x,) un élément bien déterminé (x}), et le système (10) à 
tout élément (y;) un élément bien déterminé (74). Ces corres- 
pondances sont distributives, ce qui suit immédiatement de l’unicité 
des solutions. Les inégalités (15) et (16) montrent que nos deux 
correspondances sont aussi bornées. Par conséquent, ce sont des 
substitutions linéaires, et, d’après la manière dont elles furent 
définies, elles représentent les subsulutions At et Artdonet il 
fallait prouver l’existence. 


61. Les termes a!" du tableau (a,") qui correspond aux substi- 
tutions AT! et À-!, se calculent au moyen du système (4) [ou 


aussi de (10)|; afç" est la valeur de xx tirée de (4), après y avoir 
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OSé Æ: = I, 4: —0 pour 7 6. Avant déterminé les a de cette 
P 1 À 4] P ÿ ZA 


façon, At et À! seront représentées par les formules 


Le) 
> (—1),, 
T }; — Aix Ti 


1=AÀ 
co 


HN RE re 
Yi — ik Ÿk 


VE 


1,2, ...), 


1,0 ee). 


La formule (40) du Chapitre précédent fournit pour les «1 : 





Xj1 An1 
Ly,i—1 An, i—1 
A1,i+1 An,i+1 
in Xn,n 
ee . 1 ni 
af — — lim , 
n = © Xi1 Ans 
Lin Ann 
ou 
Lee) 
CT D Ù dik € jk 
K=1 


Le critère que nous venons d'établir peut aussi être interprété 
comme 1l suit. Il s’agit des deux hermitiens infinis 


2 co 9 Lo) Le) D] 


(7) DID | 


2 IA FI 


qui figurent respectivement dans les inégalités (13) et (14). Ces 
inégalités expriment que les deux hermitiens (15) restent 
2 m?>> 0 pour tous les éléments (xx) tels que 


(18) d'Ickl=r. 
RFA 


Lorsqu'ilen est ainsi, la substitution À admet une réciproque 
At et les limites inférieures qui correspondent aux deux her-- 
mitiens (17), variés sous la condition (18), sont égales entre 
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elles; la valeur récidroque de leur racine carrée donne la 


borne M, 


62. Le critère que nous venons de former apparaît ici comme 
une conséquence particulière des résultats généraux du Chapitre 
précédent. Mais dans l’ordre historique, il fut découvert par 
M. Tœplitz, indépendamment de cette théorie générale et même 
avant que cette théorie fût développée (!). Une autre démonstra- 
tion, très simple et intéressante, est due à M. Hilb (2). Mais ces 
deux démonstrations ne semblent pas susceptibles d’être étendues 
à des cas plus généraux, tandis que notre démonstration s'étend 
immédiatement à p =1 quelconque. 

Pour nous approcher de l’ordre d'idées de M. Tœplitz, rédui- 
sons d’abord le fait à démontrer à un autre. Il s'agissait jusqu'ici 
d’une substitution linéaire quelconque À. Or, désignons par b;x 
et c;x les coefficients du terme æ;xx dans les hermitiens (15) et 
envisageons les substitutions B et C qui correspondent aux 
tableaux (b;4), (ci). Ces tableaux sont déjà d’un type bien 
particulier, leurs éléments étant les coefficients de deux hermi- 
Uuens positifs. 

Or, on a B— AA, C— AA, en désignant par À et À les deux 
substitutions qui correspondent au tableau (ax). Lorsque À admet 
la réciproque A-!, B et GC admettent évidemment les réciproques 
Bi—A A1, C-1— A-1A-1. Inversement, lorsque B et C 
admettent des réciproques B7', C1, la réciproque AT! existe 


aussi; elle est fournie soit par B-14, soit par AC". Car 





On à 
(B1A)A—B(NA)—BiB—E, A(AC-1)—(AR)C-1=CC 1=E, 
B1N— BA CC 1 BINANC1S EN C1 = NC-1. 


Donc, tout revient à démontrer la proposition suivante : Lorsque 


(!) Tæœpuirz, Die Jacobische Transformation der quadratischen Formen von 
unendlich vielen Veränderlichen (Nachrichten d.Ges. d. Wiss., Gôttingen, 1907, 
P. 101-109). 

(2?) Hizs, Ueber die Auflôsung von Gleichungen mit unendlich vielen Unbe- 
kannten ( Sitzungsberichte d. Phys.-Med. Sozietät, Erlangen, 1908, p. 84-89). 
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(æx) variant sous la condition (18), l’hermitien 


(19) B(x,x)— D bixtir, 


REA 


a une limite inférieure J=> 0, la substitution linéaire B = (b;x) 
admet une réciproque B7". 


L 


Dans ce but, considérons les réduites 


(20) [B(x,æ)]: = à bixaity 


4 A1 


de l’hermitien B. Variées sous la condition 


nm 


- 
DAEZ fe T , 


Res 


elles admettent des limites inférieures J,. Ces quantités J, restent 
évidemment 2 J. D'ailleurs, elles forment manifestement une suite 
monotone décroissante, et l’on prouve aussi aisément que cetle 
suite tend vers J. Mais ce fait n’interviendra pas dans notre rai- 
sonnement. Le fait essentiel est que les J, restent, pour tous 
les n, au-dessus d’une borne inférieure positive. 

Envisageons maintenant la substitution linéaire à nr variables B,, 
formée avec les coefficients b;x(c, k= 1, 2, ... n). Pour B;; Plant 
logue de la proposition actuelle suit immédiatement de la théorie 
des déterminants. Comme J, > 0, le système homogène 


D'bri= 0 VÉTESRAET 


LA 


n'admet pas d'autre solution que x,=...—=x,—0; donc, le détermi- 

nant|b;;|, ne s’annule pas. Par conséquent, la substitution B, admet 

une réciproque bien déterminée B;!; les coefficients de cette 

réciproque s'expriment d’une façon bien connue à l’aide du déter- 

minant |b;;l, et de ses mineurs. La borne de la substitution B; 
{ 

est (a 


(:) Dans le but que nous poursuivons, il suffit de s'assurer que cette borne 
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Faisons croître » indéfiniment; les coefficients des substitu- 
uons B;! tendront vers des limites bien déterminées D, et le 
tableau (b/;°) donnera lieu à une substitution linéaire B7*, qui 
sera la réciproque de B. Sommairement, dans le cas considéré, le 
principe des réduites s'applique. 

Tout cela suit immédiatement des principes posés dans le Cha- 
pitre précédent, en particulier des théorèmes établis dans les 
n° 40 et 42. Il serait aussi bien facile de donner une démonstration 
directe conforme à ces principes. Mais ces détails nous éloigne- 
raient beaucoup de l’ordre d'idées de M. Tœplitz qu'il s’agit 
d'exposer. M.Tæplitz se place au point de vue de l’Algèbre pure; 1l 
en tre tout son possible et 1l ne se sert des algorithmes illimités 
qu'au moment où la puissance des méthodes algébriques est 
épuisée. 

Il y en a, en effet, une classe considérable de substitutions 
linéaires dont l’inversion s’aborde, quant au calcul des coeffi- 
cients, par des algorithmes {imités. Envisageons une substitution 
linéaire D telle que, quel que soit n, x, ne dépende que de 
Lis -., Æn. Dans le tableau (d;;) qui y correspond, les éléments 
à droite de la diagonale s’annulent. Lorsque la réciproque D! 
d’une telle substitution existe, le calcul de ses coefficients n’exige 
que la résolution de certains systèmes linéaires à un nombre fini 
d’inconnues; en effet, les coefficients de D,' le sont aussi 
pornD.T. 

Mas :l y a encore un autre problème qui n'exige que l’emploi 
de certains algorithmes limités. Le voici : décomposer la substitu- 


— 


supérieure © —. Car il s'agit seulement de voir que la borne supérieure ne croit 
n 


pas indéfiniment avec nr. Or, si l’on se contente de démontrer cette inégalité au 
lieu de l'égalité exacte, il suffit d'appliquer l'inégalité de Cauchy-Lagrange, ce 
qui donne 


n ; n 2 n n n 2 n n 
Jà Lrar)< D ED Ir Ps = rar rer 
1 


lier 4 DE = 1 = D! 
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tion B en B— DS, de sorte que D soit une substitution du type 
que nous venons de considérer et 3 sa transposée (!). En effet, on 
obtient successivement les coefficients d;; en décomposant d’une 
facon analogue les substitutions B,. 

Dans cet ordre d'idées, l’inversion de B revient à faire d’abord 
la décomposition B — DS, puis à déterminer D-', et enfin (ce sera 
seulement ici que l'on se servira des algorithmes illimités) à former 
le produit 5-'D-1. Ce produit fournira évidemment la réci- 
proque B-1. On suppose, bien entendu, que tous ces calculs 
conduisent à des substitutions bornées et alors linéaires; ce qu'il 
est très facile de démontrer. 

Les coefficients de D! se calculent aussi en décomposant, au 
lieu des B,, leurs réciproques B;'; c’est précisément ce que fait 
M. Tœplitz. Désignons par A, le déterminant formé en prenant les 
ñn premières lignes et les » premières colonnes du tableau (b;x). 


PS t , , : 
Soient : les mineurs du premier ordre de ce déterminant. Posons 
TNA 


t 
G l (—1) oi 
dt) — dE 
Ori VA; À; 





pour t2k=>1i, die 0 PONT 


L 


soient D;1, D;1, ... les substitutions à 1, 2, ... variables formées 
avee les coefficients d; on aura, d’après une identité qui 
remonte à Lagrange, 


2 n 


n u : 
t — 
>. D (—1) : D 
dix TK | — Te ( ) Ti}, 
nm k n 


DATA FRA 


c'ést-a-dire.7 D 221 


63. Contrairement à la méthode que nous venons d’esquisser, 
celle de M. Hilb appartient à l'Analyse. Elle repose sur l'étude 
de la série 


(O1) E + A +ALAS+..,: 
(7) Les systèmes d'équations qui correspondent aux substitutions du type %, 


ont la forme particulière considérée au n° 12. Nous invitons le lecteur à examiner 
si l’on peut appliquer ici la méthode y indiquée, savoir le principe des réduites. 
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nous y désignons par À?, À%, les puissances de la substitution A, 
c’est-à-dire les substitutions réitérées 


A2— AA, A3 — AA2— A2AÀ — AAA, 


Au premier abord, la série (21) n’est qu’un développement formel 
de (E — A)7!, analogue à celui de (1 — z)7* en série entière. 

M. Hilb se sert du fait suivant : tant que M, <:1, la 
série (21) converge et fournit la réciproque de Ë — À. Pour le 
moment, nous ne précisons pas le sens de cette assertion; nous y 
reviendrons plus tard d’une façon détaillée. Contentons-nous de 
dire qu’elle implique, entre autres, le fait que les coefficients des 
substitutions S,—=E + A +.,.+ A7! convergent, pour n infini, 
vers des limites bien déterminées s;; et que ces quantités s;x sont 
précisément les coefficients de la réciproque cherchée. 

Rappelons donc le théorème à démontrer : Lorsque l'hermitien 
positif (19) a une limite inférieure J= 0, la substitution B qui y 
correspond admet une réciproque B=*'. Or, posons (4 désignant une 


2e + 1 | ; 
constante numérique positive) B— -[E —(E—2B)]; il en résul- 
(0 4 
tera le développement formel 
Bi a[E ME «B)+(E—aB}+,..]. 
D’après ce qui précède, tout revient à déterminer la constante à 


de sorte que Ms_4p << 1. Mais M5 ,& est la limite supérieure de 
lhermilien 


Ed 2 


Pr RD 2 CR UT Dern 2 Nr 
Li —Q SIN Ua 2 4 ik Di TR + À > bixtr |; 
k—=1 


LA i=1 JE 1 D— 1 )A 1 
les æx variant sous la condition (18). Par suite, on a 
2 2 2112 
M£e_ap<i—2a) + «Me, 


et comme J > o, le second membre de l'inégalité reste < 1 pour 


2J 
OLA — 1} 
TE ( 


B 





Donc, toute valeur telle de x peut servir à déterminer B°". 





(:) On peut obtenir, par une discussion un peu plus profonde, la borne 
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64. Insistons encore un moment sur le fait qui servit de point 
de départ à M. Hilb et qui nous sera encore utile dans la suite. 
C'était le fait suivant : Lorsque M,<1, la substitution E — À 
admet une réciproque. Nous avons vu comment on déduit de ce 
fait les critères de M. Tœplitz. Mais, d'autre part, ces critères 
généraux doivent évidemment comprendre la condition parti- 
culière M,<1. En effet, quant à ces critères, 1l s’agit des bornes 
inférieures des hermitiens | 

- 2 , “ à j 


Ÿ ST ins ) AikTk |; ; Th — Ù dik Ai 


1—1 k=1 k—1 11 


En appliquant l'inégalité (7) du Chapitre précédent, on trouve 


ni 1e 
| Re 5 
D mi D air z dix — > D ain 
i=1 K=41 Nail / en NT 
[+] 
2 (1— M) D 24 P 
is 


On a de même 
[ »] Le »] 


2 co 
Dai daurr| 2G—M) dal. 


= D A 


Par conséquent, les bornes en question sont 2 1 — M, et elles 
ne peuvent s’annuler que si M,Z1. C'est-à-dire, dans le cas où 
M,<:,les conditions de M. Tœplitz sont remplies; donc, E — À 
admet une réciproque (E — A)7! et l’on a 


I 


PEL S ENS EORES 
Me CU 


LES SUBSTITUTIONS COMPLÈTEMENT CONTINUES. 


65. Nous venons de former les critères pour que la substi- 
tution À admette une réciproque A lant que nos condi- 


2 , 
exacte =. Notre développement converge pour toute valeur plus petite de «; 
MB 
2 
elle cesse à converger lorsqu'on pose « = NT La convergence deviendra la plus 
Me 
rapide possible pour à = RATE le sens de cette assertion est facile à préciser. 
MB 
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tons sont remplies, les systèmes (4) et (10) ont des solutions 
uniques, et l’on obtient ces solutions en appliquant respectivement 
aux éléments (x,), (æ;) les substitutions A1, A1. Jusqu'à ce 
point, nos substitutions se comportent tout comme s'il s’agissart 
d'un nombre fint de variables. Qu'est-ce qui arrive pour les 
systèmes (4) et (10) lorsque la réciproque n’existe pas? Rappe- 
lons les résultats principaux qui portent sur le cas d’un nombre 
fini de variables. Dans ce cas, lorsque la réciproque n'existe pas, 
chacun dès systèmes homogènes 


nm nm 
LT : L 
D'arzr= 0 (RAS A PLUS Saxi= 0 CRE Ur 70) 
K—=1 11 
admet une ou plusieurs solutions. Soit, pour fixer les idées, (x?) 
une solution du second système; pour que le système non homo- 
gène 
42 


[4 
ù dikTk = Li 


Hi 


ait une solution, 1l faut évidemment avoir 


nl 
ÿ Div = 0. 


Lorsque (x,) est tel que cette dernière relation est remplie pour 
toute solution (7°) du système homogène à droite, le système non 
homogène admet des solutions. Les deux systèmes homogènes 
admettent le même nombre de solutions indépendantes. 

Est-ce que ces résultats très simples subsistent dans le cas 
d'une infinité de variables? Il n’en est rien. Voici quelques 
D mbles-nlasubéttuhon r;—zxr (K = 1,,2,.;,)na.pas de 
réciproque. Malgré cela, les deux systèmes homogènes auxquels 
elle donne lieu, savoir : 


== 10 (MAC GE. «e) à Tj — 0 AS M NE 


ne sont pas de même type; tandis que le premier sera satisfait 
Poe squelconque, 2 T7;—...—0, le second n'admet évi- 
demment que la solution triviale x, —%x>—...—o. La substi- 
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. ! I , À 
tutION Ty = 7 Ty (k—=1,2,...) n'a pas de réciproque;Mcapione 
Le 
Il 
k 
et Z|z:/? ne convergerait pas. D'autre part, les deux systèmes 


réciproquè ferait correspondre à x;— - les valeurs æz;—=1, 
homogènes qui y correspondent n'admeltent que la solution 
Li Lo — .,.—0. Les deux systèmes homogènes qui“corres- 


= . . ! I 
pondent à la substitution z;, = 7%,(K—1, 2, ...) admettent tous 


les deux une infinité de solutions indépendantes. 


66. Cependant, il y a une vaste catégorie de substitutions 
linéaires à .une infinité de variables, auxquelles les résultats 
indiqués s'étendent. Si par exemple, la série double DA aix |? con- 

i,k 
verge, la substitution E — À se comportera de la manière exigée, 
comme on s’en rend compte en appliquant la méthode des déter- 
minants infinis. D'ailleurs, c’est seulement un cas particulier du 
cas que nous allons étudier, en supposant la substitution À d’être 
complètement continue. 

Expliquons ce que l’on entend par cette dernière expression. 

Toute substitution linéaire est, par définition, continue, c’est- 
à-dire lorsqu'une suite d'éléments Lend vers un élément limite, la 
suite correspondante tend vers l’élément qui correspond à cet 
élément limite. C’est vrai pour la convergence au sens ordinaire 
(n° 59) et reste vrai quand on définit la continuité moyennant la 
convergence forte (n° 7). C'est-à-dire, dans le cas général, à la 
convergence correspond de nouveau la convergence et à la 
convergence forte, la convergence forte. La substitution linéaire A 
sera dite complètement continue, lorsqu'elle fait correspondre à 
chaque suite (x) (n=1,2,.%"),; tendant détnimpORENeRS 
facon vers un élément limite (x4), une suite (x}°”) qui tend for- 
tement vers l’élément (x,) (). 


(1) Dans la théorie de M. Hilbert la forme bilinéaire A(x, y) est dite être 
complètement continue (vollstetig) si 


(ze) + (a) (2%) On) 


A(a, y) A(z, y). 


entraînent 


La définition du texte et celle de M. Hilbert sont liées par le fait que chaque 
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Pour avoir des exemples très simples, qui montrent nette- 
ment la nature de la restriction imposée aux substitutions 
complètement continues, considérons les formules 2} axxx 
(k = 1,92,...). Toutes les fois que les quantités 4x sont bornées 
dans leur ensemble (et dans ce cas seulement), nos formules défi’ 
nissent des substitulions bornées et alors continues. Mais la sub- 
stitulion définie ne devient complètement continue que si, pour 
K—, les ax — 0. 

En particulier, la substitution E n'est pas complètement con- 
unue. De plus, il découle immédiatement de notre définition que 
si l’une au moins des deux substitutions À et B est complètement 
continue, le produit AB l’est aussi. On en conclut que les substi- 
tutions complètement continues ne peuvent admettre des réci- 
proques. En fait, dans Le cas contraire, la substitution E= AA! 
serait complètement continue. 

S1, sauf une seule ligne ou une seule colonne, tous les coeffi- 
cients de À s’annulent, À est évidemment complètement continue. 
De plus, si A,B,...,H sont complètement continues, A+B+...+H 
Test aussi. On en conclut que s'il existe un nombre m tel 
Que 0 pour toussles 7, 1m, À est complètement 
continue. 


67. Nous allons étudier les systèmes d'équations qui corres- 
pondent à la substitution E— A en supposant A complètement 
continue. 


tableau (a,,) qui correspond à une substitution complètement continue, donne 
aussi lieu à une forme bilinéaire complètement continue et inversement. Ce fait 
découle immédiatement de la proposition suivante : Soient donnés (u,) et la 
suite des éléments (u}/”)) appartenant à l'espace hilbertien; alors pour que la 
relation 


co Le 


> u 4 F4 — À ur, 


ft Ru 


ait lieu pour chaque élément (x,) et pour chaque suite (xW°)) tendant vers (x,), 
il faut et il suffit que la suite (u*?) tende fortement vers (u,). [Cf. la remarque 
faite à propos de la formule (28) du Chapitre ITT; le fait y indiqué implique la 
suffisance de la condition énoncée.] 

La correspondance entre substitutions et formes complètement continues met 
en évidence que, si À est complètement continue, la transposée À le sera éga- 


lement. 


R. 7 
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Cette étude pourrait être rattachée aux raisonnements généraux 
du Chapitre précédent et, en particulier, à la théorie de M. Schmidt. 
Je préfère exposer ici une méthode particulière qui est une sorte 
de généralisation des raisonnements du n° 25. Cette méthode 
semble être inventée par M. A. C. Dixon (!) qui lappliquait à 
l'étude des substitutions portant sur les systèmes (+4) tels que les 
[æx| sont bornés (?). La méthode de M. Dixon, peu modifiée, 
nous servira à étudier les substitutions que nous envisageons. 

Étant donnée la substitution À aux coefficients air, Soit R, la 
substitution qui correspond au tableau (a;;) où l’on a remplacé 
par des zéros les éléments des n premières lignes et aussi ceux 
des » premières colonnes. Soit M4, sa borne supérieure. Quand 
n varie en Croissant, les quantités M;, décroissent, ou au moins 
ne croissent pas, c'est évident. Mais lorsqu'on suppose la substi- 
tution À complètement continue, on peut affirmer beaucoup plus : 


dans cette hypothèse, 
Mr, —- (DE 


En effet, pour chaque valeur de n, il existe un élément (x}") tel 


L 


Re DARLEE et que, de plus, Phermitien 


co a 2 


) | , ik Tr 


i=n+1| K=n+1 


(1) Dixon, On a classe of matrices of infinite order and on the exis- 
tence of « matricial » functions on a Riemann surface, received 15 mai 
19017 (7'ransactions of the Cambridge Philosophical Society, vol. XIX, 
p. 190-233). 

(?) Quant aux coefficients a;;, M. Dixon suppose qu’il existe des constantes a,, 
de sorte que |a;,| © «, et que Ya, converge. Il suffirait aussi d’imposer aux a, la 


condition moins restrictive que les quantités A;=D |axl tendent vers zéro 


pour & —> co. ; 

Je profite de l’occasion pour dire quelques mots sur les substitutions qui 
portent sur les systèmes (x,) tels que les |æ,| sont bornés. Par analogie, on y 
définira la convergence par æ{*— x, et la condition que tous les let soient 
bornés dans leur ensemble. La convergence forte sera celle où æÿ° tend unifor- 


mément vers æ,. Ces conventions faites, les tableaux (a) qui correspondent aux 


substitutions linéaires seront caractérisés par le fait que les quantités A,= > laxl 


k 
restent bornées, et les substitutions complètement continues pour A;—+ 0. 
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L : : 2 : (2) 
y atteint à = près sa borne supérieure Mf,. Or la suite des (æf”) 


tend, pour » infini, vers l'élément (0); par conséquent, la 
(7 


suite (æ°') qui y correspond, tendra vers (o) d’une facon forte. 
En formule 


20 Le] 9 


> ÿ aix TU | —+ 0. 


I = n +1 


Cette formule et l'inégalité 


2 co 0] co cn 2 
I I 
24e, TRE > ù : CRE ErS > > : (7) 
M$, = n à dir}. 7 ae dikT y. 
= ne WNR=rELT td A = nr 1 


donnent M, — 0. 
En partuculier, on aura pour n assez grand 


MR. 


Supposons que l’on ait choisi x de cette façon. Donc, d’après le 
lemme du n° 64, la substitution E — R, admet une réciproque. 


Posons 
(ER ):—E LB; 


la substitution B ainsi définie sera, à certain égard, du même type 
que R,, savoir : les » premières lignes et les 7 premières colonnes 
du tableau (b;;) ne contiendront que des zéros. 


68. Pour simplifier le calcul, décomposons A de la façon sui- 
vante : A—A,+P,+0Q,—+R,. À, désigne la substitution qui a 
les mêmes coefficients que À pour ££n, k£n, et dont les autres 
coefficients s’annulent. P, a les mêmes coefficients que A pour 
t£n, k> n; les autres coefficients de P, s’annulent. Q, a les 
mêmes coefficients que À pourri > A, k<n; les autres s’annulent. 
La substitution R, vient d’être définie. Enfin, désignons par E, la 
substitution x, = xx pour A£n, æ,; —=0 pour k > n. 


En multipliant lPidentité E = (E + B)(E —R,) par P,, il vient 
| Pr=P,(E + B)(E —R;,). 


Ajoutons aux deux membres E,— A, — P, — P,(E+B)Q,; :1l 
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viendra 
(22) En—An— P,(E in B)Qh= E;— An— Ph+ P,(E LE B) (E CE Qu— Ra). 


Pour interpréter l’identité obtenue, désignons par (æ,) l'élément 
qui résulte de (xx), quand on y applique E — A. Appliquer à (æx) 
la substitution E, — A, — P,, revient à appliquer à (x;) la 
substitution E,. Appliquer P,(E+B)(E—Q,—R,) à (xx) 
équivaut à appliquer à (x,) la substitution P,(E + B). Donc, la 
substitution qui figure au second membre de (22), appliquée à (xx), 
équivaut à E,+ P,(E + B), mais portant sur (x,). Posons, pour 
simplifier l'écriture, 


Er — An— P,(E + B)Q;= cC, E, + P,(E + B) = D; 


alors, G appliquée à (x) et D appliquée à (x,) conduiront à 
des résultats égaux. 

A joutons que la substitution GC peut aussi être envisagée comme 
substitution à 7 variables, puisque ses coefficients s’annulent 
pourri >n etaussi pour £ > n. 

Or, le calcul symbolique que nous venons de faire permet de 
ramener le système d'équations 


co 
(23) ri D PAT LR (LEON 


RE 


aux inconnues #4, en nombre infini, à un aatre ne contenant que 
les 7 premières de ces inconnues. Mettons à part, pour l'instant, 
les » premières des équations et mettons Îles autres sous la forme 


Æ n 
Tj— > AjkTk = Li. + ù LIRDE (T1 = n +1 REPOS 
k=n—+1 K== 1 


Ce dernier système se résout, suivant les inconnues Zx»,1, 
Tny9, ..., moyennant les formules 


n = n à 
U 4 @ 
Mini + di Ty + bijl æ; + djkCra|; 
Re] ]j=n+1 x K==1 | x 


où l’on a désigné par b;x les coefficients de la substitution B. En 
portant ces expressions dans les équations mises à part, on arrive 
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à éliminer les inconnues æy41, Tryo, …, et l’on obtient le système 


suivant : 


n Le 
(24) Dour ddr CENT Tout); 


KA 11 


où C;x et d;; désignent les coefficients des substitutions G et D que 
nous venons de définir. 
Un procédé analogue conduira à transformer le système 


20 
(25) Ty — > HRPI = TR, 


T=—=1 


correspondant à la substitution transposée E— X, dans le 


suivant : 


n oo 
(26) Dot dir UE A NTO PP IR LE 


i=1 1=1 


Quant aux quantités d',, qui se calculent d’une façon analogue 
aux dx [ce sont les coefficients de la substitution E, +(E+B)Q,!], 
elles nous intéressent peu pourle moment. Toute notre attention doit 
être portée sur les coefficients qui interviennent dans les premiers 
membres; ce sont les mêmes que ceux du système (24). En effet, 
ce sont les coefficients de la substitution E,—X,— ©, (E+3)Q, 
qui est la transposée de C. 

Ainsi l'étude des systèmes (23) et (25) est ramenée à celle 
de (24) et (26); c’est-à-dire que l’étude de la substitution E — A, 
à une infinité de variables, revient à celle de la substitution C,, 


a! 


à n variables, qui correspond au tableau (c;x). 


69. Il faut distinguer deux cas : 


Premier cas. — Le déterminant |c;;|, ne s’annule pas. 

Dans cette hypothèse, la substitution C, admet une réci- 
proque C;'. Celle-ci peut aussi être envisagée comme une sub- 
süitution à une infinité de variables, en posant, par définition, 
égaux à zéro tous les coefficients qui manquent. Quant à la réso- 
lution du système (25), la subsutution C,'D, appliquée à l’élé- 
ment (z;), fournira les vraies valeurs de x,, ..:, x, et donnera 
zéro pour les autres æ;. Pour calculer les vraies valeurs de ces 


® " Lis 
" 
r 
É: 


L 
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dernières inconnues, on reprendra leur expression moyennant 
Liy cvs En3 Li Lo, -.. En y portant les valeurs obtenues/pous 
Lis ce.) Æn, On voit que la substitution 


E—E,+ B + QnOn! D + BQ;C;! D, 


appliquée à l'élément (x;), fournit les vraies valeurs de æ,41, 
Zn4s, ... D'autre part, cette dernière substitution donne 


Li —=..  — T'n — O. 
Donc, la substitution 


E—E,+B+C;tD+Q,C;!D+BQ;C;!D, 


appliquée à (x;:), donnera précisément la solution (xx) du sys- 
tème (23). En formule 


(27) (E—A)(E=E,+B+0,D+0,C;1D + BO:C DE 


cette formule peut aussi être vérifiée par un calcul symbolique 
facile à exécuter. 

Des considérations analogues, portant sur les systèmes (25) 
et (26), conduisent à déterminer une substitution # telle que 


(ABUSÉ: 
Or, on n’a pas besoin de calculer # d’une façon détaillée. Il suffit 
de remarquer qu’elle existe, et l’on en conclura que la substi- 


tution E — À admet une réciproque et quercelle réciproque est 
fournie par la substitution 


É 2 Ep SC UDE ROC 21D BOT 


que nous venons de calculer. En effet, soit F la transposée de # ; 
on aura 


FÉREMAU UT- 
donc, en multipliant par F les deux membres de (25), 1l vient 


E—E,+B+C;'D+QC;tD+BQC;'D=F 


et, par conséquent, 





(E—E,+ B+ CD 001DÆ BQCE;1 D) CEA 


Second cas. — Le déterminant |c;x/} s’annule. 
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Dans ce cas, chacun des deux systèmes homogènes 


ñn n 


(28) D cire 0 ERRONÉE D cri 0 CHR ANR) 


k=1 i=1 


admet le même nombre m de solutions indépendantes. Soient 


es ob) style a LA PACA 
FÉES UE ee The æ= aQ"), Une Gui à 


m solutions indépendantes du premier système ; 
ai fi, <O6S Tn = Pa; Ti 89, “….) Tn= y, 


m solutions indépendantes du second. Toute solution du premier 
système s'exprime par une combinaison linéaire et homogène des 
solutions & et toute solution du second système est combinaison 
des solutions &. | 

Passons aux systèmes homogènes infinis, qui résultent de (23) et 
de (25), en y posant l’élément donné —(0). Soit (x}) une solution 


0 0 


de l’un ou l’autre des deux systèmes; æ°,..., xf sera évidem- 


ment une solution du système (28) correspondant. Inversement, 


Ê æy et que ces valeurs satisfont à 


) 
IBPUnRSe donne- xt, 


l’un ou Pautre des systèmes (28), le système infini corres- 
pondant admet une solution (x) telle que ti — x", ..., 4n — x. 
Pour fixer les idées, supposons qu’il s'agisse du système homo- 
gène (23). Alors, æ°,...,x} étant une solution du premier 
systeme (20), les inconnues xr,.:, æ,,2, ... résultent des équa- 
tions 


20 


[LA 
ii T 0 . 
Ti — > aiktk= Darty, (E=n HI, ...), 


k=n+1 Rrl 


qui les déterminent d’une façon univoque. On les obtient 
Pa bhiquanthanlélément z,....,12,, 0, 0,,:: la substitu- 
uon (E+B)Q,. Donc, toute solution du système homogène 
infini se déduit d’une solution correspondante du système fini 


(complétée par des zéros), en y appliquant la substitution 
E,+(E + B)Q». 


Mais c’est précisément la substitution qui correspond au 


1 , * . . , Aa 4 0 0 
tableau (d;,), c'est-à-dire que si l’on désigne par æ°,...,æx, la 
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4 L4 


solution générale du système fini, la solution générale (x}) du 


système infini s'exprime par 


nm 
Dit LE = RE 


Kk=1 


En particulier, appliquons notre procédé aux solutions 4; on 
obuendra m solutions du système homogène infini (23). Nous les 
désignerons par (a;°) (j —=1,...,m). Or, chaque solution x®, …, 
x, du premier système (28) peut être envisagée comme combi- 
naison linéaire des solutions 4; donc la solution du système infini 
qui en découle sera la même combinaison des solutions (af/). 

En résumé, toutes les solutions du système homogène 
infini (23) sont des combinaisons linéaires de m solutions 
particulières, linéairement indépendantes entre elles, et il en 
est de même quant au système homogène (25). 

Passons aux systèmes non homogènes. Supposons, pour fixer 
les idées, qu’il s'agisse de résoudre le système (25). Le passage de 
(25) à (26) peut être toujours exécuté, sans qu'il faille faire 
aucune hypothèse sur l’élément donné (x”). Quant au système 
(26), pour qu'il puisse être résolu, il faut et 1l suffit que la rela- 


tion 
nm e \ 
Dre }ri = 0 
kK=1 \jJ=i1 
ait lieu pour chaque solution x}, ..., x} du premier système 


homogène (28). Cette relation s'écrit aussi comme suit 
co nl ; co 
mr F 0 re fe (ITA 
ÿ + dust | = Verre 
Ji WE] 74 JA 


Mais (2°) représente la solution générale du système infini homo- 
gène (23). Donc, la condition nécessaire et suffisante pour que 
le système (25) puisse être résolu, consiste en ce que la relation 


ait lieu pour chaque solution (x;) du système homogène (23). 
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Lorsque (x;) est choisie de cette façon, le système (25) admet 
évidemment plusieurs solutions; la solution générale se déduit de 
l’une quelconque des solutions particulières, en y ajoutant une 
combinaison linéaire à coefficients arbitraires des m» éléments (8). 

Des résultats analogues portent sur le système non homo- 
gène (23). 

En résumé, lorsque la substitution À est complètement con- 
tinue, les systèmes tnfinis (23) et (25) conservent les propriétés 
essentielles des systèmes finis qui contiennent le méme nombre 
d'équations que d’inconnues. 

Faisons encore remarquer que l'hypothèse que À est complète- 
ment continue ne nous servit que pour en conclure que, pour n 
suffisamment grand, M, 1. Donc, tous nos résultats subsistent, 
quand on suppose seulement que À Jjouisse de cette dernière 
propriété. 


70. Les considérations précédentes permettent aussi d’'intro- 
duire un paramètre variable À et d’étudier la réciproque 
(E— ÀA)7' en fonction de ce paramètre. Supposons que À varie 
* dans un cercle ayant pour centre l’origine et de rayon 7. Quand À 
est complètement continue, on peut choisir » de sorte qu'on ait 
M, < . Cela étant, la substitution E—ÀR, admettra pour 
chaque valeur envisagée de À une réciproque E + B (À); les coef- 
ficients de la substitution B(À) dépendent de À et ils en sont des 
À|£7. Il en sera de même pour les 





fonctions holomorphes pour 
coefficients des substitutions C(À), C,;(À), D(À) qui corres- 
pondent à G, C, et D. Or, le calcul de la réciproque G;'(À) de 
Cy(À) se fait moyennant des déterminants d'ordre finit qui alors 
seront aussi des fonctions holomorphes; et comme une fonction 
holomorphe dans un domaine (frontière inclué) n'y admet 
qu'un nombre fini de racines, la réciproque C;'(À) existe 
pour toute valeur envisagée de À, sauf peut-être un nombre 
ui d'entre, elles -"Deuplus, si C;'(À5). n'existe pas, C,' (À) 


L 


pourra être mise sous la forme ——, les coefficients de G(À) 


D = pr 
étant holomorphes pour À = À,. Enfin, la formule 
(E—)A)-1=E—-E,+B(À1) + C;t(A)D(à) 
+ ÀQ» C1 (X)D(A) + A B(A)Q»Czt(X)D(X) 


106 CHAPITRE IV. 


permet d'affirmer les mêmes faits pour (E — ÀA)-!'; ces faits s'ex- 
priment sommairement en disant que la réciproque (E — ÀA)T! est 
méromorphe en À. Ce résultat est vrai pour toute valeur de À, 
puisque le rayon r du cercle considéré peut être choisi arbitraire- 
ment. 

Il convient d’observer que dans les cas qui se prêtent à la 
méthode des déterminants infinis, par exemple quand la série 
double | a;;|? converge, le résultat établi est une conséquence 
immédiate du fait que le déterminant infini, formé avec les élé- 
ments e;x— À&ix, est une fonction holomorphe de À. 


SUITES ET SÉRIES DE SUBSTITUTIONS. 


T1. Au n°63, en exposant la méthode de M. Hilb, nous avons 
dit que la série 


(21) E+ A+ A+... 


converge, lorsque M,<1, vers la substitution (E— A). Mais 
nous n'avons pas démontré cette assertion; ni nous n'en avons 


même précisé le sens. Comblons cette lacune, en développant en 


même temps quelques généralités concernant les suites de substi- 
tutions. 

Je me hâte d'observer que les raisonnements généraux qui 
suivent s'étendent immédiatement à d’autres passages à la limite, 
dépendant par exemple, au lieu d’un indice entier, d’un paramètre 
continu. 

Étant donnée une suite indéfinie (A,) de substitutions linéaires, 
désignons par (a;% ) les tableaux qui y correspondent. Supposons : 
1° que les bornes M,, restent toutes inférieures à une quantité 
finie M; 2° que lorsque x croît indéfiniment, les suites (a 
tendent vers des valeurs limites a;4. 

Je dis que, dans ces hypothèses, les &;; sont les coefficients 
d’une substitution linéaire A telle que 


En effet, on a pour tout choix des entiers / et m et des quantités 
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Ti, , TL m 
[A m 2 !: nt mt 
> Ù ajyxægl = lim > an) xx |< M? Ù EVA 
n = 
= 5 M PM 21 NA ER =A1 


et, d’après le n° 56, c’est précisément la condition pour que le 
tableau (a;x) corresponde à une substitution A telle que (29). 
Soit, de plus, (xx) un élément quelconque; soient (x), (x,) 
les éléments qu’on obtient en appliquant à (xx) respectivement les 
substitutions À,, À. D’après l'hypothèse 1°, on a pour tous les z 


etre 
co 
(2) 12 << M2: 
Sa eme: 


= 


et par conséquent, d’après le n° 40. 
I - P 


9 


- restent toules 





Comme, d'autre part, les sommes E|x% 
£SM?2|x:/,.0on peut affirmer que la suite des éléments (x°”) 
tend, pour » infini, vers l'élément (x,), et cela, quel que soit 
l'élément (+4) dont on est parti. C’est pourquoi nous dirons, que 
sous les hypothèses faites, les substitutions À, tendent vers la 
substitution A. 


12. La série (21) entre dans un type encore beaucoup plus 
spécial. Etant donnée de nouveau une suite indéfinie de substitu- 
tions (À,), nous dirons qu'elle tend wniformément vers la substi- 


tution À lorsque 
M, der où 


Dans ce cas, les hypothèses 1° et 2° sont évidemment remplies; 
car la définition des M et l'inégalité (5) du n° 34 donnent immé- 


diatement 
Ma,< MA + Ne 


et, d'autre part, on a 


| dik — Dee £M, — An 


Par conséquent, la suite (A,) tend vers À aussi dans le sens que 
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nous avons donné antérieurement à cette expression. En particu- 
lier, la suite des éléments (x{°) tend vers l'élément (+,). Mais il y 
a plus. En fait, comme 


a co 


DIPRECrERODNIErE 


PE RU 


les (x%°) tendent fortement vers (x+,); de plus, la convergence 
est uniforme pour tout domaine borné de l’espace hilbertien 
(c’est-à-dire pour tout domaine tel que X| æ4 |? G?). 

Voici encore une autre particularité remarquable de la conver- 
gence uniforme : on a précisément 


MA, ne. M. 


Ce fait découle immédiatement de l'inégalité 


| M: — MA, = Mat 


laquelle résulte évidemment de la définition des M et de l’inéga- 
lité (7) du n° 34. 

Posons maintenant le problème suivant : Étant donnée une 
suite (A,), il faut reconnaitre s’il existe ou non une substi- 
tution À vers laquelle (A, ) tend uniformément. 

Une condition nécessaire pour que À existe découle de liné- 
galité 

MA = Mie 


cette condition consiste en ce que 


(30) NPA A 7: D, 


m 


m et » tendant vers l'infini indépendamment l’un de l’autre. 
Je dis que cette condition est aussi suffisante. En effet, suppo- 
sons qu'elle soit remplie, alors les inégalités 


| M, — M1 < M,—a 


m | — m) 


CR) en) | 
[ay RE [= Ma, a 


m 


nous assurent que les suites (M,,),(a;; )(n —1,2,...) tendent vers 


des limites déterminées M et a;3. Donc les hypothèses 1° et 2° du 
n° 71 sont remplies à plus forte raison; par conséquent, les &;x 
sont les coefficients d'une substitution linéaire A et la suite (A,) 
tend vers À. De même, toute suite (A,— A), où l’on sup- 


0 


THÉORIE DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES A UNE INFINITÉ DE VARIABLES. 109 


pose m fixe, tend, pour À infini, vers la substitution limite 
À — À». Or, soit s un nombre positif arbitrairement peut; en 
choisissant m7 suffisamment grand, on aura, d’après (30), pour 
tous les n > m, M,,_,,<<e. Donc, d’après (29), on aura aussi 


Mure 
et, par conséquent, pour nm —, 


M\ IE UCÉ 


m 


Enonçons notre résultat : Pour que la suite des substitutions 
(A) converge uniformément, il faut et il suffitque, met n 
tendant vers l'infini indépendamment l’un de l’autre, on ait 


Ma OL 


nr 


13. En particulier, pour les sommes partielles de la série 
(21), la condition énoncée est remplie. En effet, posons 
Sa=E+A+...+ At; de plus, supposons, ce qui est évidem- 
ment permis, 2 >; On aura Sp—9m— A+ Amtit,,, Ant 
CL 
CM CMEX 


MS Man. + Mans (MA) +. + (Mie 2 ; 
2 À 


et lorsque M,<1:, cette quantité tend vers zéro. Donc S, tend 
uniformément vers une substitution limite S. 

Je dis que S est justement la réciproque de E — A. Cette 
asserlion est comprise dans le théorème suivant, lequel, à son 
tour, découle immédiatement des inégalités 


Mains — My 1 MsMi,; 


n 1 


Man BæMu=ina-Miza Me: 


Lorsque la suite (A,) tend uniformément vers A* et que B 
désigne une substitution linéaire quelconque, les suites (BA) 
et (A,B) tendent uniformément vers BA* et A'B. 

Pour appliquer cette proposition à la série (21), posons A, — S;, 
A*=S, B—E — A; comme on a 


(E=ANSREMISETE 





AVES FA ON 
il résulte que 
(E— A)S—=S(E—-A)—E, 
c’est-à-dire 
S—=(E—A)-t!. 
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74. Énoncons encore dans cet ordre d'idées la proposition plus 
cénérale : Lorsque (A,) et (B,) tendent uniformément vers À et 
B, la suite (A,B,) tend uniformément vers AB. En effet, on a 
toujours 


MAB=AE, en MiBb)EA AUS M\ Me, + M1 = re. Me, 
et, par hypothèse, 
Mia, +0, MB-p,—0, Me, — M 8. 


On en conclut que 
MA 4,B, 0, 


ce qu'il fallait démontrer. 

Il ne sera pas inutile de remarquer que la proposition analogue 
pour la convergence non uniforme est en défaut. Pour le voir, il 
suffit de considérer l'exemple suivant : ÀA,:æx;— %,, æ;— 0 pour 
15 Bal = #3, æ,— 0 pour? = nes suites CR 
tendent vers des substitutions dont tous les coefficients s’annulent ; 
d'autre part, tous les produits A,B, donnent la substitution 
C:æ,—= x, æ;— 0 pour uw 1;Mdonc A BCE 
s'annule pas identiquement. 

Pour compléter ces résultats, énonçons encore la proposition 
suivante que l’on démontre aisément : Lorsque les suites (Ah), 
(B,) tendent respectivement vers À, B et que l’une ou l’autre 


des deux suites converge uniformément, la suite (Ah B;) tend 


vers AD 


T9. Mais il y a encore un autre cas très important où l’on 
peut affirmer que A,B,— AB. Le type le plus simple de suites 
(A») qui tendent vers À est fourni par les réduites de A; celles-ci 
s’obliennent en annulant dans le tableau (4x) tous les éléments dont 
l’un au moins des indices surpasse n. En général, les réduites ne 
tendent pas uniformément vers À; ce fait se présente seulement 
lorsque À est complètement continue. Mais, d’autre part, la 
convergence des réduites vers À possède une propriété spécifique 


(1) Cette proposition comprend, en corollaire, la suivante : Lorsque (A, ) tend 
vers À, et que B désigne une substitution linéaire quelconque, les suites (A,B), 
(BA,,) tendent respectivement vers AB et BA. 
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; 
essentielle. Eu effet, la formule (3) nous apprend que si l’on 
applique successivement les réduites à un élément (74), les élé- 
ments qui résultent tendent fortement vers (x,). Intercalons donc 
entre convergence et convergence uniforme la convergence forte. 
Soit (A,) une suite de substitutions tendant vers À, et convenons 
de dire que la suite (AÀ,) tend fortement vers À si, pour chaque 
élément (xx), les éléments A,(#x) tendent fortement vers A(xx). 

Je dis que st les suites (A,) et (B,) tendent fortement vers À 
et B, la suite (A,B,) tend aussi fortement vers AB. 

En fait, les quantités M,,, M,, restant bornées, M, ,, le reste 
aussi. Tout revient donc à démontrer que les éléments qu’on 
obtient en appliquant successivement les substitutions AB — À, B, 
à un élément (x), tendent fortement vers (o). Écrivons 
AB—A,B;,—= (Az A,)B+A,(B— B,) et considérons ces deux 
termes séparément. Quant à (A — AÀ,)B, la substutution B trans- 
forme (xx) dans un élément (y), et (A — A,) (y) tend, d’après 
l'hypothèse faite, fortement vers (0). Quant à A,(B —B,), 


posons 
(B == Ba) CE) = CH), AS (70) _ NE 


(y%°) tend, d’après l'hypothèse faite, fortement vers (0), et 
comme >| 3° SM? Y|y®|?, (z%°) tend aussi fortement vers (0). 
Donc le théorème est démontré. 

En particulier, soit A, la niè®e réduite de À et soient A, AÂ les 
fièmes buissances des substitutions A, et À; d’après le théorème 
que nous venons de démontrer, la suite (A%) tend fortement 


vers AÂ. 


76. Posons maintenant la question suivante : Étant donnée une 
suite (À, ) qui tend uniformément vers À, on suppose que chacune 
des substitutions À, admette une réciproque A2! Peut-on en 
conclure l’existence de la réciproque AT; et s’il en est ainsi, est-ce 
que À! est la limite des À,’ ? Cette question a des relations intimes, 
entre aulres, avec le principe des réduites, comme nous le verrons 
tout à l'heure. 

Supposons d’abord que les quantités Mif(7 —1,2,...) restent 
bornées dans leur ensemble. Dans ce cas, la suite (A,') con- 
verge uniformément et fournit la réciproque de A. En effet, 
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bn a AMEN ES AE AE EAN IAE 


nm» êt, par conséquent, 


Mi A7, ! — Ma: Ma: Ma A . 


Or, dans l'hypothèse faite, le second membre de cette inégalité 
tend vers zéro avec M,._,.. Donc il en est de même quant au pre- 
mier membre; par conséquent, la suite (A7) tend uniformément 
vers une substitution limite, que nous désignerons par A*, De plus, 
comme les suites (A,), (A;,') tendent uniformément vers À et A*, 
les suites (A, A"), (AV'A,) tendront uniformément vers AA#*et 


A 
A*A, Mais A,A, = A, A,— E;par conséquent as 
c'est-à-dire que A* est la réciproque de A. 

Inversement, supposons que À admette une réciproque AT. 
Quant à la suite (A,), nous supposons seulement qu’elle tend uni- 
formément vers A. Mais nous ne supposons plus l'existence des 
réciproques AÀ,°; nous l’établirons. D'une facon précise, nous 
allons démontrer que A3! existe pour » suffisamment grand, 
savoir lorsque : 

I 
Mi 





Mau 


En effet, dans ce cas, on a 


Mg ais = MAMA ANSE MAMA Rene 


il s'ensuit que la substitution ATA,—=E—(E— AT'A,) admet 
une réciproque. En désignant cette réciproque par B, on a 
BA-'A,—#E, A! A,B— E. La seconde équàtion doit encore être 
transformée; en mulupliant les deux membres à gauche par A 
et à droite par At, on obtient AS BAT! — EE Donc PSS 
la réciproque de À,. De plus, d’après le n° 64, on a 


E - 5 M 1-1 
M =: = Mpa- < MeMi-: = ME — A-1(4— 4,1 Mi: = D PT 


et, lorsque x croit indéfiniment, ce dernier membre tend vers 
M, Donc, à partir de n suffisamment grand, les réciproques 
A," existent et les quantités M, restent bornées dans leur 
ensemble. Par suite, en appliquant le théorème établi précédem- 
ment, on voit que la suite (A,,') converge uniformément vers AT. 

En résumé, étant donnée une suite (A) qui tend uniformé- 


ment vers À, la réciproque ÀÂT' ne peut exister que st, à partir 
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d’un certain rang n, les réciproques À; existent et les quan- 
tités M, restent bornées dans leur ensemble; inversement, 
lorsque cette condition est remplie, la suite (A,') converge 
uniformément et fournit la réciproque AT. 

Signalons encore le fait le plus essentiel dans notre raison- 
nement; nous nous en servirons plus loin. C’est le suivant 
Lorsque At existe et que M, est suffisamment petite 


(savoir M» < =) la réciproque (A + B)7' existe paretlle- 
AT! 


\ 
ment. Ce fait constitue en quelque sorte une généralisation du 
théorème du n° 64. 


77. Les résultats que nous venons d'établir permettent, entre 
autres, de légitimer le principe des réduites dans un cas impor- 
tant. Nous avons déjà dit que, en général, la suite des réduites À, 
de À ne tend pas uniformément vers À; mais on démontre aisé- 
ment que, pour À complètement continue, la convergence est uni- 
forme (!}. Donc, pour À complètement continue, la suite (E — AÀ,) 
tend aussi uniformément vers Ë— À, On en conclut que, dans 
l'hypothèse faite, (E — A)! ne peut exister sans que, à partir d’un 
certain rang À, les (E — A,)7! existent aussi, et que les (E — A,)7! 
tendent uniformément vers (E — A) -'. Donc, pour À complète- 
ment continue et si, de plus, (E — À)! existe, le calcul de 
cette réciproque peut être fondé sur le principe des réduites. 


ÉTUDE DE LA RÉCIPROQUE (E — À A )-! EN FONCTION DE À. 


l 
78. Désignons par Aun paramètre complexe et étudions la subs- 
ttuuonie — À At /au point de vue de l’inversion. L'avantage de 


(1!) La réciproque est aussi vraie : Lorsque M1-1,—+ 0, À est complètement 
continue. Ce fait est contenu dans la proposition plus générale : La limite d’une 
suite dont les éléments sont des substitutions complètement continues et qui 
converge uniformement est aussi complètement continue. 

Cette proposition embrasse aussi le cas où l’on fait l’hypothèse Mr,— 0 
(cf. n° 67). En fait, les substitutions A,— P,+ Q, sont toujours complètement 
continues, et MR, —- o exprime que ces substitutions tendent uniformément vers À, 
Donc, À est complètement continue. Par suite, eu égard encore au résultat 
établi au n° 67, Mr,—-0 est une condition nécessaire et suffisante pour que 
B soit complètement continue, 


R, 8 
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cette étude consiste, entre autres, dans la façon compréhensive 
dont elle montrera, sur le même objet, les deux cas principaux. En 
effet, il existe en général deux catégories de valeurs À : pour les 
unes, la subsutution E — À} A admettra une réciproque; pour les 
autres, elle n’en admettra pas. Celles de la première catégorie 
seront appelées les valeurs ordinaires, celles de la seconde les 
valeurs singulières. Ges dénominations, empruntées à la Théorie 
des fonctions, seront justifiées par les relations que l'étude 
de (E — AA)! aura avec cette théorie. Rappelons aussi que, à 
l’occasion de l’étude des substitutions complètement continues, 
nous avons déjà touché pour un instant le problème dont il s’agit, 
et que nous y avons observé quelques faits concernant la nature 
analytique de. (E — ÀA) 1. 


Certains des raisonnements qui suivent s'appliquent aussi à 


IT 


‘étude de la réciproque de E— SA, ou encore à celle de 
KA 
quelques autres substitutions, dépendant de À suivant des lois 


moins simples. Nous nous bornerons à l’étude de E — À) A. 


79. Soit donc À une substitution linéaire, d’ailleurs quelconque, 
et considérons la substitution (E — A)! pour les valeurs À 
où elle existe, c’est-à-dire pour les valeurs ordinaires. Dans cer- 
tains calculs, 1l sera plus commode d’étudier la substitution AÀ;, 
liée à (E — À A)! par l'équation | 


(31) (E—XA)1=E + XA). 


Cette équation détermine A; univoquement pour toute valeur 








ordinaire, sauf pour À = 0; posons par définition A, = A, ce qui 
revient, comme nous verrons, à définir À, par continuité. 
L'équation (51) équivaut à la suivante 


(32) Eee NAMUR A à 1, 


Soient À et 1 deux valeurs ordinaires du paramètre. De (32) on 
tire 
(DES QUE DANCE + pag) ts 


en mulüpliant chaque membre à gauche par E + À A;, à droite 
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par E + uA,, l'équation devient 
(u—2X)(E + AAN(E + pAy) = p(E + pAy) —À(E +2XA)), 


ou alors 
METRE AL IR NAT AN] — 0; 


Supposons Àu-<o0. Dans cette hypothèse, notre équation 
donne 


on Aj— Au + (ut — À)A1Ay = 0. 

En permutant À et u, on obtient 
(34) | A)— Au + (pu —À)AgA;= 0. 

Sur ces deux équations on voit, en particulier, que la multipli- 
cation de À; et de À, est commutative. 


Supposons, en second lieu, Au —o;3 soit par exemple u = o. 
Les formules (33) et (34) subsistent, car 


A — A;+ }AA;)—=A—A;+AA; A — Oo. 


En fait, en écrivant (32) d’une facon plus détaillée, on a 


(35) (E—XA)(E+AA))=(E+XA))(E—XA)—E, 
et alors 
— À(A — Aj+XAA))=—2ÀA(A—A;+XA A)— 0; 


de plus, en supposant À £ 0, la division par — À est permise. Le 
CAS U — À — 0 est évident. | 
En résumé, les équations (33) et (34) sont vraies en tout cas. 


80. Voici une conséquence immédiate de ces équations. Soit 
donnée une suite de valeurs ordinaires À, À», ..., tendant vers une 
valeur limite À". Supposons, de plus, que les quantités M; 
M4,,... restent toutes inférieures à un nombre M. Je dis que À‘ est 
aussi une valeur ordinaire. En effet, il suffit de considérer l’une 
quelconque des deux équations pour en conclure l'inégalité 


M Ai Me 


Par conséquent, quand m et nr croissent indéfiniment, 


Ms, A 7 (0) ; 
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donc, la suite (A;,) tend uniformément vers une substitution A”. 
La suite (E + À, A3.) tend uniformément vers E -- NA Enom 
les suites [(E — À, A) (E + À» A),)] et [(E + Àu À),) (E — Ar À)] 
tendentrespectivement vers (E—}"A)(E +" A')et(E + À AS 
(E—" A). Mais les termes de ces deux suites sont tous égaux 
à E; donc il en sera de même quant aux deux substitutions 
limites. C'est-à-dire que E + }* A7 n’est autre que la réciproque 
de E — À‘ A. 

Énoncons notre résultat : La valeur limite À est une valeur 


ordinaire, et 
M,+ A, 7 oO: 


On peut compléter ce résultat en démontrant le fait suivant : 
Sur tout l’ensemble des valeurs ordinaires, M,, est fonction 
continue de À. Ce fait repose sur l'inégalité 


[Ma Ma l£ À — Ma, Ma, 
qui, à son tour, suit immédiatement de (33) et des inégalités 


[M —M3|<M, 9; Mie <M,My. On en déduit, sous l'hypothèse 
M,, 0, Mi =0; 








1 À né ECS 
Re ER RQ Re à 
RD UE PE 
* ] . 
donc, sous cette hypothèse, et alors M,, sont des fonctions 
L Ai, S 


continues en À. Mais notre hypothèse équivaut à ce que les substi- 
tutions A), À, ne s’annulent pas identiquement. Or, d’après la 
relation À — A) + AA A;, À) ne peut s’annuler identiquement que 
si À — 0. Par conséquent, M,, est fonction continue de À. 


81. Nous venons d'étudier la manière dont se comporte M,, 
sur l’ensemble des valeurs ordinaires du paramètre. Cherchons 
maintenant à préciser le caractère de cet ensemble lui-même. C’est 
un ensemble ouvert, c’est-à-dire : lorsque une valeur À lui appar- 
tient, toutes les valeurs comprises dans un certain voisinage de À lui 
appartiennent aussi. En effet, lorsque 1 est une valeur ordinaire, 
toutes les valeurs À telles que 


I 
M, 





al 


Cd 
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le sont aussi. Pour le voir, écrivons 


E—)1A=E-—nNA—(1—nH)A 
=E—uA—(\—pu)(E—pA)(E + pAy)A 
= E—pA—(\—n)(E —pA)Ay 
= (E—pA)[E— (à —p)Ayl]. 


Or, quant à ce dernier produit, son premier facteur a une réci- 
proque, nous l'avons supposé, et le second facteur aussi, 
puisque, d’après l’hypothèse faite, M;_,,,,—=[x—u|M, «1. 


Fe 


Donc, E— À A admet aussi une réciproque, qui sera fournie par 
le produit de celles de E — (Xx — u) À, et de E—uA. La seconde 
de ces deux substitutions a pour réciproque E + uA,; la réci- 
proque de la première est fournie (n° 73) par la série uniformément 


convergente 
E + (À — tm) Ag + (À — m}Aÿ+. ï. 


et alors, en multipliant, il vient 
(E— A) I—=E+pA, + À — a) Ag + (À u}AÏ+.... 


Par suite, A) admet le développement uniformément conver- 
gent 
A= A,+(=p)AÎTE (À — pjAËÏ+.. 


Observons que l’on aurait aussi pu rattacher ce fait à l’autre 


Ds At 


que pour À — 1 le rapport # tend uniformément vers AE, 


Cm 
c'est-à-dire que A4, considéré comme fonction de x, admet les 
HNeeS successives A2 A7, ..., Æ! AS. 

Les résultats que nous venons d’obtenir peuvent être résumés 
succinctement en disant que, pour les valeurs ordinaires de À, la 
substitution À; et aussi les autres substitutions y liées, qui entraient 
dans le calcul, montrent les caractères d’une fonction holo- 
morphe en À. 


82. On peut aller plus loin en appliquant à l'étude de A; les 
différentes méthodes de la Théorie des fonctions; en particulier, 
on pourra y appliquer le calcul des résidus. Je me borne à in- 
diquer sommairement quelques résultats que l’on obtiendra dans 
celte direction. 
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Soit D un domaine bordé par un nombre fini de courbes fer- 
mées que l’on pourra supposer analytiques. En se rappelant la 
définition des suites convergentes de substitutions, le lecteur 
pourra définir sans ambiguïté l’intégrale (le long de ces lignes et 
par rapport à À) d’une substitution qui dépend de }. En particulier, 
pour les substitutions que nous envisageons, si la frontière de D 
se compose de valeurs ordinaires de À, les intégrales dont il s’agit 
existent et, de plus, on y peut appliquer tout l'appareil classique 
de Cauchy. Supposons cette condition remplie et supposons, de 
plus, que le point À —o soit extérieur au domaine. Nous défini- 
rons les subsututions A par l'intégrale = [AAA prise 
le long de tout le contour; Æ y désigne un nombre entier quel- 
conque, positif, négatif ou zéro. En appliquant le calcul des 
résidus, on déduit aisément des formules (33) et (34) les rela- 
tions AA — AUD A — ACT) et AM AC AUTA) 

Ces deux relations contiennent en germe une foule de faits 
remarquables. Envisageons les deux substitutions Alt) et À — AC), 
Nos relations donnent, pour £—={=1, 


(A — A(D)A(— AM ÇA — AM) = 0; 


donc, les deux produits des substitutions A, À — A1) s’annulent, 
ce qu’on exprime aussi en disant que ces deux substitutions sont 
orthogonales l’une à l’autre. D'une façon plus générale, Æ dési- 
gnant un entier quelconque et / désignant un entier posiuf, les 
substitutions A) et A— A( sont orthogonales l’une à l’autre. 

En multipliant par Al respectivement à gauche et à droite 
les relations À A; — ÀA — À2AA; — 0, ÀA;, — A VA A6 
(n° 79) et en ajoutant E aux deux membres, en remarquant de 
plus que 

A(D= A0) A — AA) — A0) A(0) À — A0) AA). 


on obtent 


(E—XAM)(E+XAUA))=(E-+)A) AU)(E—XAM)=E; 


donc, toute valeur de À ordinaire par rapport à À l’est aussi par 
rapport à Alt), et À — À A) admet la réciproque 


E + À A) A; — E + À A; AU, 


Un calcul analogue montre que À est aussi valeur ordinaire pour 
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À — AU et que E + À A — À AU) admet la réciproque 


E + À A) — À A (0) À; ='E 1 A) — À A; A (0), 


En posant encore, pour simplifier l'écriture, At) —B, A—A(M= C 
et en introduisant les notations B; et C; analogues à A), on a 


B — AUA — AA, C'=(E—AMW)A = A(E— AU), 
B)= A(A)= AA,  Cy=(E— AU )A;= Aj(E — AU). 


Nous avons déjà vu que BC = CB — 0; des expressions données 
on déduira de même 


DURE RIDE CET CEE DER CN PE "0: 


Nous venons de voir, entre autres, que quand À; existe, B; 
et C) existent toujours aussi. Mais il y a plus. Je dis que 
B) existe, sans exception, pour toute valeur À extérieure au 
domaine D et que x existe pour toute valeur intérieure, même 
quand À est singulière par rapport à À. En effet, en appliquant 
de nouveau le calcul des résidus, on démontre aisément que, 


= RC . . 1 Au du Sa CE 
pour À extérieure, la substitution —— ee à CÉNPOULANNLES 
ALT À— pu 
; LUS L Au. du , 
rieure, la substitution 5. ER satisfont respectivement aux 


équations qui définissent B; et G,.. Il est aussi facile de voir que 
B; et C1 ainsi prolongées restent orthogonales respectivement à C 
et à B. 

Les faits suivants montreront l'importance de la décomposition 
de A en B et C. Soit À une valeur intérieure au domaine D, 
d’ailleurs quelconque. Envisageons les deux systèmes d'équations 
à une infinité d'inconnues qui correspondent aux substitutions 
E—ÀAetE— ÀB, les données (x°,) étant les mêmes pour les 
deux systèmes. Alors les égalités E— ÀA—(E—ÀB)(E—2C) 
et E— ÀAB—(E — ÀA)(E + ÀC;) indiquent que, à chaque solu- 
tion du premier système, 1l correspond une solution du second, 
qu’on obtient en y appliquant la substitution E — AC, et que, 
inversement, en appliquant à une solution du second système 
la substitution E + ÀC;, on obtient une solution du premier 
système. En particulier, quant aux deux systèmes Aomo- 
gènes qui correspondent à E— ÀA et à E— ÀB, les relations 


BE AB—(E+)\C)(E. MjetE— A —(E—ÀC)(E —B) 
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mettent en évidence que ces deux systèmes admettent précisé- 
ment les mêmes solutions. Ces solutions satisfont aussi au système 
homogène qui correspond à E — A); ce fait résulte immédiate- 
ment de la relation (E — A(o))(E — AB) —E — A), c'est-à-dire 
de B— AB. Mais les solutions de ce dernier système sont préci- 





sément les éléments qu’on obtient lorsqu'on applique la substitu- 
tion A0) à tout l’espace hilbertien : pour le voir, il suffit de rap- 
peler la relation A(0)— A(0)A(0), Appelons ces éléments les 
éléments principaux correspondant au domaine D; alors nous 
pourrons dire que, pour À intérieure, les solutions du système 
homogène qui correspond à E — XA, se trouvent parmi les 
éléments principaux. Mais les éléments principaux jouissent 
encore d’une autre propriété remarquable. La substitution À, 
appliquée seulement à l’ensemble des éléments principaux, 
y définit une correspondance biunivoque. En fait, ces élé- 
ments sont du type Al (x;), et comme AA, — AA, les 
éléments AA) (xx) sont du même type. De plus, comme on a 
AA(-1) A(0)— A(-1), A A(0) — A(0), Ja substitution A(T1) est; maïs 
seulement pour l’ensemble considéré, une sorte de réciproque de A. 

Je quitte maintenant cet ordre d'idées un peu trop général, 
mais tout en observant que je suis loin d’avoir énuméré complète- 
ment les questions intéressantes qui se posent. Je dirai seule- 
ment encore quelques mots sur le cas où À est complètement 
continue. Tout d’abord, en rappelant que la somme de deux 
substitutions complètement continues ainsi que le produit de deux 
substitutions dont l’ane au moins est complètement continue, 
donnent des substitutions complètement continues, on reconnaît 
successivement sur l’une ou l’autre des relations que nous venons 
d'indiquer que A;, A(%, B,, C; sont complètement continues. 
D'autre part, dans ce cas particulier, les valeurs singulières sont 
isolées; nous empruntons ce fait au n° 70, mais on pourrait aussi 
le démontrer plus directement. Par suite, si À est une valeur 
singulière, on peut choisir pour domaine D un petit cercle entou- 
rant À9. Cela étant, B; existera pour toute valeur de X, sauf pour 
À — À5. La substitution A, appliquée à tout l’espace hilbertien, 
fournira les éléments principaux qui correspondent à À. Mais A(0 
est complètement continue et l’on reconnaît aisément que, st l’on 
applique à l’espace hilbertien une substitution complètement 


{ 
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continue, les éléments qui en résultent s'expriment linéaire- 
ment par un nombre fini d'entre eux. Donc, l'étude de la 
correspondance biunivoque définie par À pour l’ensemble des 
éléments principaux — et alors l'étude de À; au voisinage de À5 — 
se réduisent à celle d’une substitution linéaire à un nombre fini 
de variables et s’achèvent par les méthodes classiques de la théorie 
des substitutions linéaires. 

Les mêmes raisonnements portent aussi sur la transposée À 
de A, et les substitutions À;,, À ®, B,, €, qui s’en déduisent 
sont les. transposées des substitutions A;, A%, B;, C; que nous 
venons de considérer. 

La méthode que je viens d’esquisser ne se limite pas à la théorie 
dont 1l s’agit présentement. Le lecteur versé dans la théorie des 
équations intégrales aura reconnu tout au commencement le 
parallélisme qui existe entre nos raisonnements et certaines 
recherches plus ou moins nouvelles qui appartiennent à cette 
théorie (!). Ce parallélisme s’expliquera de suite en remarquant 
que les deux théories, celle des équations intégrales et celle des 
substitutions linéaires à une infinité de variables, entrent comme 
cas particuliers dans une théorie beaucoup plus générale, savoir, 
dans la théorie des opérations distributives (?). 


(1) Cf. par exemple le Mémoire de M. Goursat : Recherches sur les équations 
intégrales linéaires (Annales Fac. Toulouse, t. X, 1908, p. 5-08), 

(2) Cf. sur ce sujet l’article de M. Pincherle dans l’£ncyclopédie des Sciences 
mathématiques, t. II, vol. 5, fascicule 1. 








CHAPITRE V. 


LA THÉORIE DES FORMES QUADRATIQUES 
A UNE INFINITÉ DE VARIABLES. 


GÉNÉRALITÉS. LES FORMES QUADRATIQUES A UN NOMBRE FINI DE VARIABLES. 


83. Dans le Chapitre précédent, nous avons considéré entre 
autres des tableaux (@;x) tels que aix — ax;. Les substitutions cor- 
respondantes montraient certaines qualités particulières que l’on 
aperçut en étudiant l’hermitien 


co 


dixit}. 


LIRE 


Mais c'était toujours la théorie générale des substitutions 
linéaires que nous avions en vue, et nos tableaux spéciaux n’y 
jouaient qu’un rôle auxiliaire. Dans ce qui suit, nous nous borne- 
rons à considérer de tels tableaux. Pour simplifier les énoncés, 
nous supposerons en outre les a;x réels (!), et par conséquent 
dir = &i; Ce qui nous conduira à envisager les formes quadra- 
tiques réelles à une infinité de variables 


co 


dik Li TL}. 


2, KA 


Les résultats que nous allons obtenir s'étendent presque immé- 
diatement aux hermitiens et aux tableaux et substitutions qui y 
correspondent. 


(1) Dans tout ce Chapitre, il s'agira, en général, des quantités réelles. L'hypo- 
thèse contraire sera faite toujours expressément. 
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84. Notre point de départ sera fourni par des faits bien connus 
concernant les formes quadratiques à un nombre fini de variables. 
Tous ces faits sont compris, en germe, dans le théorème fonda- 
mental (1) : 


Toute forme quadratique à n variables 


nm 


(1) A(x, x) = > dikTiTk (dix = axi) 
1 R== 1 
peut être décomposée en n carrés de formes linéaires 


9 


(2) A(x,æ) =D LH; D: ljnmen |}, 


J=—1 SK 1 
et cela de sorte que 


I 7t 


(3) > De Set. 


EN) A = 1 


29 


Voici la conséquence la plus importante de ce théorème. Dési- 
gnons par À la substitution à 7 variables qui correspond au 
tableau (a;x), et désignons par E la substitution identique à 
n variables. Cela posé, envisageons la forme quadratique 


nm 2 

KA 
i D Te perrat 
(4) Hu, , 


ei 


elle est bien définie pour toute valeur de À, sauf pour les valeurs 
À = pj. La substitution linéaire qui y correspond est précisément 
la réciproque de ÀE — A (?). 

En eflet, on peut interpréter les formules (2) et (3) de la façon 
suivante : Soit E; la substitution qui correspond à la forme qua- 


nr 
dratique > ljr xx } . Comme, en vertu de (35), le tableau des /;x 
f ST 
(1) Caucay, Exercices de Mathématiques, 4° année; Paris, 1829, p. 199. 


s ve è : : < À 3 I 
(2?) La considération de ÀE — A, au lieu de E — À A, revient à changer À en 55 


d'ailleurs, cette modification n’est pas essentielle, elle est seulement plus conforme 
à l’ordre d’idées que nous suivrons. Entre autres, elle a l'avantage que À = 
devient valeur ordinaire. 
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est orthogonal et normé, on a évidemment E° —E; eue 
pourt<J;enfinonaE,+E,+...4+E,—E. D'après (2)ona 


A tu Er; 
donc 
M A —= (À — Mi)Ei + , «EU — Mn)En. 


D'autre part, à la forme quadratique (4) correspond la substi- 
E; E» 


UOTE CRE 


À — u: À — Un 
qui est évidemment commutauf, donne E,+...+E,—=E%. Par 


- Le produit de ces deux substitutions, 


conséquent, elles sont les réciproques l’une de l’autre. 

Ce raisonnement ne suppose pas À réel. Donc (4) donne l’ex- 
pression de (ÀE — A)-t, ou plus précisément de la forme quadra- 
tique correspondante, pour toute valeur ordinaire du paramètre 
complexe À. Mais elle met aussi en évidence les valeurs singulières 
À =, bo, ..., ur et, en même temps, elle montre comment se 
comporte la substitution (ÀE — A)! au voisinage de ces valeurs 
singulières. | 

Brièvement, dans le cas d’un nombre fini de variables, la dé- 
composition (2) de la forme (1) fournit sur-le-champ la solution 
de tous les problèmes qui concernent la réciproque de ÀE — A. 
în sera-t-il de même pour une infinité de variables? Oui. 
M. Hilbert a démontré, dans son Mémoire déjà bien des fois men- 
Uonné, que toute forme quadratique réelle et bornée à une infinité 
de variables peut être décomposée d’une façon analogue à (2) 
et (3); seulement, en général, au lieu des sommes finies, 1l faudra 
se servir de deux sortes d’algorithmes illimités. D'une part, on 
aura à sommer une infinité dénombrable de termes analogues à 
ceux de (2) et (3), et, d'autre part, il faudra intégrer par rapport 
à un paramètre continu. J’ai observé ailleurs que l’on peut réunir 
ces deux procédés en utilisant la notion d’intégrale de Sueltjes, 
et que cette facon d’énoncer le théorème de M. Hilbert présente, 
pour la démonstration, quelques avantages (!). 


S9. Avant de passer définitivement aux formes quadratiques à 
une infinité de variables, retournons encore une fois à la forme (1) 


(1) Voir ma lettre adressée à M. Hilbert : Ueber quadratische Formen von 
unendlich vielen Veränderlichen (Nachrichten Ges. Wiss., Gôüttingen, 1910, 
P: 190-195). 
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et à la substitution À qui y correspond. Soient A?, A%,.., les 
puissances de cette substitution; d’après les formules E;E;— 


pour {= 7, il y correspond évidemment les formes quadratiques 


n n Nu2 n n Ne 2 
> 3 > ljxlr , > H} > TETE ° Se à 


JL NA Ti ET 


Soient, de plus, Vo, V1: -.., v- des nombres réels, d’ailleurs 
quelconques; posons y5+ y, ie + YU JE LU) Cela posé, 
envisageons la substitution YEË + v, À+...+ y, A7; moyennant une 
écriture symbolique évidente, elle pourra être désignée par f(A). 
Il y correspond la forme quadratique 


(5) DH Hi) ni ljxtk | : 


= 1 KA 


La valeur de cette expression sera, d’après (5), une certaine 


LA 
moyenne des valeurs f(H:),..., f(ux),multiphiée encore par © Fe 


et 
Observons d’autre part que la plus petite et la plus grande des 


quantités u; sont égales respectivement au minimum 77 et au maxi- 


12 
mum M de la forme (1), variée sous la condition D tir; coqui 


f —1 ; 
découle immédiatement de nos formules de décomposition. Par 


suite, l’ensemble des valeurs de la forme (5), variée sous la 
méme condition, est tout entier compris entre les deux valeurs 
extrémales de f(u) dans l'intervalle (m, M). 


LES FORMES QUADRATIQUES À UNE INFINITÉ DE VARIABLES. 
SUITES ET PRODUITS SYMBOLIQUES. 


86. Soit (&;x) un tableau à double entrée, réel et symétrique 
en cet Æ. Envisageons la forme quadratique 
(6) DRT) — » ELITE 
AL 


et ses r'éduites 


n 


[A(æx, Din D dik Lit}. 


ol 
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Je fais l'hypothèse qu'il existe un nombre positif M de sorte que 


[[A (x, DEL 


= 1 


quels que soient » et les 3. Quand cette hypothèse est remplie, 
nous disons, avec M. Hilbert, que la forme (6) est bornée (1). 
De plus, associons à la forme quadratique (6) la forme brr- 
néaire o 
A(æ,7) _ > ik Li V k 
i, k=1 
et ses réduites 


[A (x, ln _— D anriyr. 
1 
On a évidemment 
4I[A(Z,FY)ll= [A+ yr,2z+y)h-AG-2e ma 


HA 3 
£M D Gœr+ri?+ ù CZ 222 
k—1 k=1 
n 
= MY (ti + yÈ). 


FRE 


rm nr 
Par conséquent, lorsque ÿ ET ÿ y?£t, on a aussi 
K=1 KL 


[[A(XZ, )ln | = M. 


Donc, à cause de l’homogénéité, on aura, dans le cas général, 


1 
: rm rm TT 
AG PM EMA et »3 1 


4 | Tel 


(1) Il convient d'observer que, en exposant ses recherches, M. Hilbert se 
place d’abord dans l’ordre d’idées le plus général possible; sans faire aucune hypo- 
thèse sur l’ordre de grandeur des coefficients a;,, il envisage la forme (6) comme 
un symbole pour l’ensemble des réduites. Cf. aussi la Note de M. LE Roux, Sur 
les formes quadratiques définies à une in/inité de variables ( Comptes rendus, 
10 janvier 1910), dont l’ordre d'idées est mmoins général, mais plus accessible au 
calcul. 
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Posons en particulier 


n 
ESS ù dik Tr); 
RS 1 
il vient 
n n Ne 2 IL 
Ù > Apr < M? Li. 
= KA ft 


C'est-à-dire que, dans l'hypothèse faite, il correspond au tableau 
(&ix) une substitution linéaire A et l’on a M,<M. On en conclut 
aussi, d’après le n° 58, que pour tout élément (z4) de l’espace hil- 
bertien, la série à double entrée (6) converge vers une limite déter- 
minée, ne dépendant pas de la manière dont on passe à la limite. 
En particulier, 

[A(Z, æ)]1 + Ar, x). 

Inversement, soit À une substitution linéaire à une infinité de 
variables, aux coefficients a;x réels et symétriques en cet Æ. Soit M, 
la borne de À. On a, par définition, 

co [an 2 n 
» >. aikTk | © MD Th, 
i=1 \ 4=1 ; k=—1 


et l'inégalité de Cauchy-Lagrange donne 


1 
rl #0 YU À. D) n 


1 
ZT ARNTE 2 
[TA (æ, æ)la | Y( DATE DA EMOdz? 
i=1 \A=1 \A=1 k=1 

Donc la forme (6) est bornée. 

En résumé, étant donné le tableau réel et symétrique (ax), les 
deux hypothèses suivantes : 1° il y correspond une forme qua- 
dratique bornée À (x, x); 2° il y correspond une substitution 
linéaire À, sont équivalentes l’une à l’autre, et la borne M, de la 





substitution est en même temps la borne supérieure de | A(x, x)|, 


variée sous la condition » 1. 
k—1 
87. Soit maintenant à considérer une suite À,, A:,...de formes 
quadratiques bornées; supposons que les substitutions qui y cor- 
respondent tendent vers une substitution À (n° 71). Dans ces 
conditions, on aura aussi, d’après le n° 40, 


(7) An, Y)—+ A(x,y) 


SPRL Pau 
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et en particulier 
AE De A ET). 


Inversement, on peut supposer que cette dernière relation ait lieu 
pour tout élément (x). Donc, à plus forte raison, les réduites et 
alors, les coefficients des formes À, convergeront aussi vers ceux 
de À. Par conséquent, en supposant encore que les quantités 
M,,, M,,, ... restent bornées dans leur ensemble, on pourra affir- 
mer que les substitutions À,, À, ... convergent vers la substi- 
tution À. | 

Soient de plus À (x, x) et B(zx, x) deux formes quadratiques 
bornées, À et B les substitutions qui y correspondent. Leur pro- 
duit AB ne donne pas nécessairement lieu à une forme quadra- 
tique, car le tableau des coefficients n’est pas nécessairement 
symétrique en £ et k. Pour qu’il le soit, 1l faut et il suffit évi- 
demment que AB — BA. Dans ce cas, nous appellerons la forme 
quadratique 


co 


AB(æ, PDA 0 > Ÿ ES bixar 


LL Kk—A à | 
le produit symbolique des formes A et B. 
Nous aurons à nous servir du fait suivant : Lorsque 


An(t, æ)— A(x, x) 


et si, de plus, les quantités M,,, M, ... restent bornées dans 
leur ensemble, on a aussi 


(8) AB, rm) AB{(x,T). 


On pourrait rattacher ce fait aux raisonnements des n° 71 et sui- 
vants; mais il découle aussi de la formule (3), en y posant 


(ya) = B (xx). 


LES FONCTIONS SYMBOLIQUES D'UNE FORME QUADRATIQUE. 
ÉTUDE DE LA CORRESPONDANCE 
ENTRE LES FONCTIONS D'UNE VARIABLE ET LES FONCTIONS SYMBOLIQUES. 


88. Soit À une substitution linéaire réelle et symétrique à la 
fois. Les puissances A?, A3, ... le seront également, et il en sera 
de même quant aux polynomes f(A)=YE+vy,A+...—+,Ar, 





THÉORIE DES FORMES QUADRATIQUES A UNE INFINITÉ DE VARIABLES. 129 


À chacune des substitutions E, A, A?, ..., f(A) correspond 
une forme quadratique bornée E(x, x), A (x, x), A? (x, x), .…, 
f(A)(x, x). Nous parlerons, pour abréger, des formes quadra- 
RUSSE ERA", (A). 

Soit À, la nie réduite de la substitution À ; elle peut être envi- 
sagée soit comme substitution à une infinité de variables, soit 
comme substitution à » variables. Il y correspond une forme qua- 
dratique à n variables qui n’est autre que la n""° réduite de la 
forme A Mn). DétmémemléFhutssances AP MATIN. etules 
polynomes f(A,) donnent lieu chacun à une forme quadratique 


D maple: A°(7, 2). OA») (td). 


D'après le n° 75 on a, pour tout élément (xz), 
(9) F(An)(æ, æ)— f(A)(x, æ). 


Cette relation nous permet d'étendre le théorème du n° 85 aux 
formes quadratiques à une infinité de variables. En fait, soient m, 
et M, le minimum et le maximum de la forme A,, variée sous la 


(2 
+ % , le 
condition E, — » Ti —1; ils sont évidemment compris entre la 


Ki 
borne inférieure » et la borne supérieure M de la forme À, variée 


sous la condition E = 1. D'après le théorème à étendre, lorsque pr 
varie de m, jusqu'à M,, f(A,)(zx, x) reste comprise entre les 
valeurs extrêmes de f(u) E, (x, æ). En passant à la limite et eu 
égard à (9), on voit que : 


L'ensemble des valeurs de la forme f(A), variée sous la con- 
dition E=1, reste compris entre les deux valeurs extrêmes 
de f(x), v variant dans l'intervalle (m, M). 


En particulier, lorsque f (4) reste = o dans tout l'intervalle 
(m, M), (A) sera une forme quadratique positive. 


89. Nous venons de faire correspondre à chaque polynome f (a) 
une forme quadratique bien déterminée DEA, Cette correspon- 
dance jouit des caractères suivants : 


I. Elle est distributive, c'est-à-dire que, pour 9 = ci fi + Cafe, 
onao(A)—cifi(A)+ cofo(A). | 
Il. L'ensemble des valeurs de f(A), lorsque E—1, reste 
compris entre les valeurs extrêmes de f(u). 
ne 9 
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HI. Elle est nultiplicative : au produit effectif des deux fonc- 
tions f\, f2 correspond le produit symbolique des formes f,(A), 


f:(A) 


Nous allons voir que l’on peut étendre la correspondance” 
à un champ fonctionnel beaucoup plus vaste, et cela de sorte que 
les trois propriétés énoncées subsistent. 

Le passage des polynomes aux fonctions continues est immé- 
diat. D’après le théorème bien connu de Weierstrass, toute fonc- 
tion continue dans l'intervalle (m7, M) y peut être approchée 
uniformément par une suite de polynomes. Or, à toute telle suite 
correspond une certaine suite de formes quadratiques, et, d’après 
ce qui précède, cette suite converge aussi uniformément. Donc 
elle admet une forme limite, que l’on fera correspondre à la fonc- 
tion continue donnée. On voit sur-le-champ que la forme limite 
ne dépend pas du choix particulier de la suite par laquelle on 
approche la fonction donnée. 

On se rend aussi aisément compte de ce que, pour la correspon- 
dance ainsi établie, les propriétés énoncées subsistent. 

Cependant, pour les raisonnements qui suivent, la considération 
des fonctions continues ne suffit pas. Nous allons étendre la cor- 
respondance à un champ fonctionnel contenant, outre les fonctions 
continues, certaines fonctions discontinues. Il est manifeste que, 
pour y arriver, 1l faudra renoncer à l’emploi exclusif des suites 
uniformément convergentes (!). 


90. Envisageons une suite de polynomes | f,(x)]; nous suppo- 
sons que l’on ait f,(u)<ÿfo(u)</fa(u) ..., sur l'intervalle (me, M); 
ce que nous exprimerons en disant que la suite est croissante. 
De plus, nous la supposerons bornée. Cela étant, la suite tend, 


(!) L'idée analogue d'envisager la correspondance entre les fonctions d’une ou 
de plusieurs variables et les fonctions symboliques de certaines opérations fonc- 
tionnelles fut appliquée récemment avec succès par M. Volterra à l'étude des 
équations intégrales et d’un type mixte d'équations fonctionnelles (équations 
intégro-différentielles), dans une suite de Notes imprimées dans les Aéti della 
R. Accademia dei Lincei. Voir aussi les Leçons sur les équations intégrales et 
les équations integro-différentielles du même auteur qui viennent de paraître 
dans cette Collection. Il convient d’ailleurs d'observer que M. Volterra se limite 
aux fonctions analytiques; ici, au contraire, la considération des fonctions dis- 
continues est essentielle. 
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sur l’intervalle (m, M), vers une fonction bornée f(u4). D'autre 
part, en vertu de [et Il, les formes /} (À) constituent aussi une 
Suite croissante et bornée; elle restent £E X borne sup. de f(x). 
Par conséquent, les f, (A) tendent vers une forme limite, laquelle 
reste aussi £ E x borne sup. de f(u). 

Convenons de désigner la forme limite par f (A) et de l’attacher 
à la fonction f(x). Pour légitimer cette convention, 1l faudra 
démontrer que la forme limite ne dépend que de la fonction. 
limite. D'une facon plus détaillée, il faut démontrer que lorsque 
deux suites croissantes de polynomes | f,(u) |, [2»(x)] tendent 
vers la même fonction limite, les formes f, (A), gn(A) tendent 
aussi, à leur tour, vers une même forme limite. 

Le fait à démontrer est contenu dans le résultat un peu plus 
compréhensif que nous allons établir. Soient [f,(u)], [gx(u)] 
deux suiles croissantes et soient f(x) et g(u) leurs fonctions 
Hmites. Supposons de plus que f(4)=g(u). Cela étant, je dis que 
J(A)£g(A). En effet, soit m(x) un polynome quelconque tiré 
de la première suite et soil s une quantité positive arbitrairement 
petite. Supposons m et « fixes et parcourons la suite [g,(u)]. 
Pour n suffisamment grand, on aura gy(u) > fm() — ©, puisque, 
dans le cas contraire, les valeurs ue telles que mu) — 22 g (ue), 
fm(w)—eZgi(u), etc. constitueraient une suite d’ensembles 
fermés, dont chacun contiendrait les suivants, et 1l y aurait au 
moins un point 4* contenu dans tous ces ensembles; donc on 
aurait fu) > fm(x') —eZzg(u*), contrairement à l'hypothèse 
faite. Par conséquent, on a pour n suffisamment grand fm—:<gn 
et alors f» (A) — eE << g» (A). Cette inégalité entraîne 
fm(A)—eE<g(A) et, comme m et e sont arbitraires, il en 
résulte f(A)£g(A); ce qu'il fallait démontrer. 

Le fait que la forme limite ne dépend que de la fonction limite 
correspond au cas où f— g; il se rattache au résultat que nous 
venons d'établir, en remplaçant l'égalité f = g par les deux inéga- 
CNRS 

Ainsi, la correspondance entre f(x) et f(A), établie d’abord 
pour les polynomes, s'étend, d’une façon bien déterminée, 
à toute fonction bornée qui est la limite d’une suite croissante 
de polynomes. Il est manifeste qu’on peut aussi l’étendre aux 
fonctions limites des suites décroissantes; pour cela, on n'aura 
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qu'à changer les signes. Mais il y a plus. Soient f et g deux 
fonctions du type que nous venons d'étudier; alors la fonc- 
uon h = f + g sera du même type et l’on aura aussi évidemment 
h(A)=/f(A)+g(A); au contraire, la fonction vo = f —gne 
sera, en général, n1 du même type, ni du type opposé. Convenons 
de poser, par définition, ®(A) = f(A) — g(A). Pour légitimer 
cette convention, il faut montrer que, lorsque f — g = f* — g*, 


on a aussi 


JA) &(A)= f(A)— 8 (A); 


Or, l'hypothèse faite s'écrit f + g*—f* + g; maintenant, les 
deux membres entrent dans le type que nous venons d'étudier. 


Donc, on aura 
JÉAÏEE BMA) = UAIHE EAN 
et, par conséquent, 
J(A)— g(A) = f'(A) — g*(A). 
La convention est légitime et notre correspondance se trouve 
prolongée aussi aux fonctions du type f — 2. 

La correspondance ainsi prolongée ne cesse pas de jouir des 
propriétés [, IT, IT. Tout d'abord, elle est évidemment distribu- 
tive; de plus, elle a la propriété IT: l’ensemble des valeurs de 
la forme &(A)= f(A)— g(A) reste compris, pour E(x,æx) =1, 
entre les bornes inférieure et supérieure de o(u). En fait, soit, 
par exemple, c la borne inférieure; on a f(u)Z2g(u)+c et, par 
conséquent, f(A)Z2g(A)+cE, c’est-à-dire v(A)2cE. Même 
raisonnement pour la borne supérieure. 

Enfin, la correspondance prolongée jouit aussi de la pro- 
priété JT : elle est multiplicative. Évidemment, sans restreindre 
la généralité, 1l suffira de démontrer cette proposition pour deux 
fonctions f(u) et g(ux) qui sont les limites de deux suites 
croissantes de polynomes [ f,(u)], [gx(u)]; de plus, on pourra 
supposer les foncuons f, 9, fx, &n d’être positives, ce qui revient 
à y ajouter des constantes convenables. 


91. Cela étant, envisageons la suite des fonctions [ f(u) ga(u)|; 
elle tend, en croissant, vers la fonction f(u)g(u). Toutes ces 
fonctions étant des fonctions limites de suites croissantes de poly- 
nomes, 1l y correspond des formes bien déterminées que nous 
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désignons par fg, (A), fe(A). Je dis que 
(9) f£&n(A) + f&(A). 


En effet, soit p(x) un polynome quelconque <f(u)g(u); les 
points où fm(u)£r(4)<p(u) forment un ensemble fermé F, » ; 
l’ensemble F, des points où f(u)gr(u)=<p(u) étant l’ensemble 
limite des ensembles fermés Fi», F:,», ... dont chacun contient 
les suivants, sera aussi fermé. Enfin, chacun des ensembles fermés 
F,, F:,.,. contient les suivants; donc, les ensembles F, doivent 
s'évanouir à partir d’un certain rang n; car, dans le cas contraire, 
ils admettraient au moins un point commun u* et l’on aurait 
J(u*)g(u*)£p(u*), contrairement à l'hypothèse faite. Par consé- 
quent, 1l faut avoir, pour 7 suffisamment grand, f(u)£2,(4) > p(u), 
ce qui entraîne f2h(A)Z2p(A), et par conséquent 


(10) lim f£gn(A)2p(A). 


Or, soit [ pau) | une suite croissante de polynomes tendant vers fg 
(par exemple pr» = fa£n), le raisonnement fait s'applique à tous 


les polynomes p,(u) — =, et par conséquent 
: : à [ 
(u1) im fn (A)2 lim | pa(A)— LE] = fe(a) 


D'autre part, on a, pour tous les n, fgn(u)=<fg(u), et, par 
conséquent, f2r(A)£fe(A);1l en résulte 
(12) lim f£&r(A)£ fg(A). 

n = © 

Enfin, en comparant les inégalités (11) et (12), on obtient le 
résultat indiqué (9). 

Ce résultat établi, le raisonnement sera achevé tout à l'heure. 
En eflet, la correspondance étant multiplicative pour les poly- 


nomes, on à 
Îm(A) £n(A) = fmE&n(A), 


et, alors, en vertu de la formule (8), 


JA) 8n(A) =) Ent 
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La même formule (8) donne 


FA) gn (A). FA) g(A). 
Par conséquent, on a 
F£&n(A)—+ f(A) g(A). 
En comparant cette formule à la formule (9), on obtient 
fe (A) = FA) # (A). 


c’est-à-dire que la correspondance est muluplicative. 

Ajoutons encore une remarque que nous utiliserons plus tard. 
Le raisonnement qui nous a servi à établir la formule (9) implique” 
aussi la proposition plus générale : Lorsqu'une suite de fonctions 
du type f (c'est-à-dire bornées et limites de suites croissantes de 
polynomes) tend en croissant vers une fonction de même type, 
les formes correspondantes tendent vers la forme qui corres- 
pond à la fonction limite. 


92. Il nous resterait encore à caractériser d’une façon plus 
détaillée le champ fonctionnel élargi. Comment reconnaître si une 
fonction donnée y appartient ou non? Mais nous n'avons pas à 
insister sur cette question bien intéressante, intimement hée à 
l'étude des fonctions dites semi-continues. Pour les applications 
qui suivent, quelques remarques suffisent. Je dis que : 1° routes 
les fonctions continues, 2° toutes les fonctions bornées et limites 
de suites croissantes ou décroissantes de fonctions continues 
appartiennent à notre champ. Les premières sont en même temps 
du type f et du type — f; les fonctions limites de suites crois- 
santes sont du type f et celles de suites décroissantes sont du 
type — f. En effet, soit f(1) une fonction continue, et soit p,(u) 


un polynome qui approche la fonction f(11) — 1e près; la 


DU 2n+2 





suite [ px(141)] tend en croissant vers f(p). Pour une fonction qui 
est la limite d’une suite croissante de fonctions continues fr(u), 


. ,* « I « 
on choisira le polynome p,(u) de sorte qu'il approche à RS 


. . I 
la fonction continue fh(u) — — + 


2/1 


ai 
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APPLICATION DE LA CORRESPONDANCE 
AU CALCUL DE LA RÉCIPROQUE (ÀEË — A)-1 ET A L'ÉTUDE DU SPECTRE. 


93. La correspondance entre les fonctions f(x) et les formes 
quadratiques f (A) que nous venons d'établir, fournira sur-le- 
champ la réciproque de AE — À et aussi d’autres formes quadra- 
tiques qui lui sont liées et qu’on appelle les formes spectrales. 

En effet, soit À une quantité réelle située au dehors de l’inter- 


valle (», M). La fonction f(u) = — 
tervalle (m2, M), il y correspondra une forme f (A). D'autre part, 


à la fonction g(x) = À — u correspond la forme ÀE — A. Enfin, 


au produit f(u)g(x) = 1 correspond la forme E. Par conséquent, 


étant continue sur l’in- 





on a 
F(A)(RE—A)=(XE— A) (A) =E; 


c’est-à-dire, la substitution f (A) est la réciproque de ÀE — A. 
Pour À complexe, on raisonnera en séparant, dans f et g, les 
parties réelles de celles purement imaginaires. Soit fi (4) + ifa(u) 





À 
nition, Ff(A)=/fi(A)+ fa (A). La substitution f (A) ainsi définie 
sera la réciproque de ÀE — A. 

En résumé, la correspondance entre les fonctions continues 
fu) et les formes f(À) permet de conclure l'existence d’une 
réciproque (ÀE — A)! pour toute valeur du paramètre À, sauf 
pour celles situées sur l’axe réel et comprises entre m et M. De 


, ’ I , 
la forme décomposée de f(u) — D ; nous posons, par défi- 
nu 





. . . , . I 
plus, chaque suite de fonctions continues f,(x) qui tend vers Er 


uniformément ou de sorte que la série X] fr41(u) — f(x) soit bor- 
née, fournit un procédé pour calculer la réciproque (ÀE — A)71. 
Ainsi, en parUculier, pour les valeurs assez grandes de ||, on a 


ONDEENN EE E+A+ A+... 


I 
À À 


conformément au n° 73. 


94. L'emploi de fonctions discontinues nous permettra de 
pousser plus loin l’étude de notre correspondance. Soit f(u) 
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une fonction continue dans l'intervalle (m, M), extrémités com- 
prises. On peut supposer que la fonction soit définie de — 
à +oæo; on complétera la définition en posant, par exemple, 
TBE) Epour LM et Ju) =0M) "pour M. On 
pourrait aussi rester dans l’intervalle (m, M); mais, dans ce cas, 
l'écriture aurait quelques inconvénients. En tout cas, il suffira de 
considérer, au lieu de (— ©,+), un intervalle fini (mr —e, M+e), 
e désignant une quantité positive arbitrairement petite. Pour fixer 
les idées, nous nous servirons de l'intervalle (— æ&, +). 

Cela étant, décomposons l'intervalle (— æ, ©) en des inter- 
valles partiels 1; (Æ variant de — & à + æ), de sorte que l’oscil- 
lation de f(x) dans chacun de ces intervalles soit £w. Désignons 
par p un point arbitraire de l'intervalle 13. Je définis la fonction 
discontinue /’ comme suit : f/— f(x) à l'intérieurebashentre 
mité gauche £x de l'intervalle 1; et cela pour tous les Æ. La fonc- 
uon f' étant la limite d’une suite croissante de fonctions conti- 
nues, la correspondance établie lui attache une forme bien déter- 
minée f’(A). Introduisons encore les fonctions f;(x1) coordonnées 
à chaque point £ et définies comme suit :Je(DI=MAPONRE u<T Ë 
eti=—ORSPoRr nZË. Pour simplifier l’écriture, nous posons 
Jfe(A)— A%. Pour Em, on aura A; —04et; PORT ENS 
aura À —E. 


Cela posé, on a évidemment 


SG) = Ÿ FC) L'eau) — fee), 
k 
et par conséquent 


(13) FA) = D fu) (Atr— Agr). 
k 


D'autre part, la différence f— f' étant comprise entre —w 
et w, f(A) — f'(A) sera comprise entre —wE et WE. Par suite, 
en calculant f'(À), on aura aussi calculé, à WE près, la forme f (A). 
C'est-à-dire, le second membre de (13) donne une expression 
approchée, à © E près, de la forme f(A). Or, on peut supposer 
la quantité w arbitrairement petite; pour cela, on n’aura qu’à 

. . L3 . . 
choisir suffisamment petite la longueur des intervalles 1x. Il en 
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résulte, en passant à la limite, 
+ © 
(14) fa)= [  f@aa: 


où nous entendons, par ce dernier symbole, la limite de l’expres- 
sion (13) pour w—+0o. Ce n’est pas une intégrale au sens ordi- 
naire, mais la manière dont elle vient d’être définie est tout ana- 
logue à la définition classique de Riemann. La forme A:(x,x)yest 
envisagée comme fonction du paramètre £, et notre intégrale (14) 


est du type fAE)da(E), considéré pour la première fois par 
Stieltjes dans son célèbre Mémoire ÆRecherches sur les fonctions 
discontinues (1). 

_ Quelques remarques suffiront pour faire voir la nature de l’inté- 
 grale de Stieltjes. Lorsque a(£) — Ë entre a et b et constante 


d’ailleurs, on retombe sur l'intégrale ff (E)4£. Lorsque f(£) et 
a(£) sont continues et que a(£) ren une dérivée aie) dont elle 
est l'intégrale indéfinie, l'intégrale / f(E) du(£) se transforme 
immédiatement dans l’autre HO a!(£)d£. Le grand avantage 


que présente la notion de Stieltjes consiste en ce qu’elle s'applique 
aussi à des fonctions 4«(£) qui ne sont pas intégrales indéfinies, et 
qu’elle s'adapte même à certaines fonctions discontinues. Ainsi, 
par exemple, étant donnée une infinité dénombrable de valeurs 
distinctes Ex et des valeurs correspondantes ax telles que E| ar] 
converge, on définira une fonction &«(£) en posant 


- 
a(£) = Sa, 


la sommation s'étendant à tous les Æ tels que 6; <£. Sous cette 
hypothèse, l’intégrale 

f D &@ 
existe pour toute fonction continue et bornée f (4), et elle fournit 


(1) Académie des Sciences : Mémoires présentés par divers savants, t. XXXII, 
n° 2. — Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. VIII, 189%, p. 1-122; 
t. IX, 1895, p. 1-47. 


La] 
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Ÿ ar f(x). 
g 


95. Revenons à la formule (14). Elle donne l'expression analy- 


tique, analogue à (à), de toute forme f (A) correspondant à une 
] 


la somme de la série 











fonction continue f (1) (t). En particulier, en posant f (4) — er. 
il vient 
(15) QE—Ayt= f D 


Cette formule porte sur toute valeur de À, sauf peut-être sur 
les valeurs réelles. Grâce à une convention que nous allons faire, 
elle portera aussi sur toute valeur réelle et ordinaire, c’est-à-dire 
telle que la réciproque (ÀE — A)-t existe. En fait, convenons de 
supprimer, dans l'expression approchée (13) de l'intégrale (14), les 
termes tels que Azz,, — Azx s’annule; pour les fonctions f(u) qui 
ne deviennent pas infinies, le sens de l’intégrale n’en sera pas 
modifié, Cette convention faite, on voit d’abord sans difficulté 
que (15) est applicable pour toute valeur de À située au dehors de 
l'intervalle (m, M); en effet, dans le voisinage de Ë — À, Az reste 
constante. Je dis que (15) tient pour toute valeur ordinaire de À. 
Supposons, en fait, que la fonction non décroissante de & Az ne reste 
constante dans aucun des intervalles qui contiennent À; en parti- 
culier, elle ne le restera pas dans l’intervalle I=(À1— k, ÀÂ+h). 
Posons f(u) — 1 à l’intérieur et à l’extrémité gauche de I et zéro 
d’ailleurs ; on a évidemment f?(u) — f(x) et, par conséquent, 





(1) Il y a ici lieu d'observer que la correspondance considérée entre dans la 
catégorie des opérations linéaires, dont M. Hadamard a donné l’expression ana- 
lytique comme limites d’intégrales [| Sur les opérations fonctionnelles (Comptes 
rendus, 9 février 1903)] et que j'ai réussi à exprimer par une seule intégrale, en 
utilisant l’intégrale de Stieltjes [ Sur les opérations fonctionnelles linéaires 
(Comptes rendus, 29 novembre 1909)]. Cf. aussi le Mémoire plus détaillé : 
Sur certains systèmes singuliers d'équations intégrales (Ann. de l’École 
Normale, 1911, p. 31-62) et, en particulier, pour la correspondance ici envisagée, 
ma Note citée p. 124. 

On pourrait aussi aisément étendre la formule (14) aux formes qui eorrespon- 
dent à des fonctions discontinues; pour cela, on n'aurait qu’à modifier plus ou 
moins la définition de Stieltjes. 

Cf. encore sur ce sujet : LEBESGUE, Sur les intégrales de Stieltjes et les opé- 
rations fonctionnelles linéaires (Comptes rendus, 12 janvier 1910). 
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f(A).f(A)=/f(A). D'autre part, d'après l'hypothèse faite, la 
forme non négative AA), A32, ne s’annulera. pas 

5 + [ 
partout, c’est-à-dire qu'il sera > o pour au moins un système (x). 
Soit (yx) le système qu’on déduit de (æx) en y appliquant la substi- 
#4 3; l Or HA 
DO A0 0 a Ely,r)=fA)(t,x)=0: donc, (r:)<(o). 
De plus, moyennant la substitution f(A), le système ( y}) se repro- 

FH mor D | x | 
duit. Par suite, appliquer à (7x) la substitution (ÀE — A}?, revient 
à y appliquer la substitution (ÀE — A)? f(A). Or, cette dernière 

ie ; LE CHE 0 ) 
substitution correspond à la fonction g{(u) —(À—u)?f(u) dont 
l’ensemble des valeurs reste compris entre zéro et h?. Par consé- 
P 
quent, en désignant par (y,) ce que devient (yx) lorsqu'on y 
applique la substitution ÀE — A, on à 


Yr 
G6) nn 
DZ 2 rt Dr 
k = Kk=—11 K= 1 


Mais la quantité L? pourra être choisie aussi petite que l’on 
voudra ; d’après l'hypothèse faite, il y aura toujours un système 
correspondant (y). C'est-à-dire que moyennant un choix conve- 
nable de (yx), le premier membre de (16) pourra être rendu infi- 
niment pelit. Par suite, dans l’hypothèse faite, ÀE — À n’admet 
pas de réciproque; la valeur À est singulière. 

Pour résumer, appelons avec M. Hilbert le spectre de la forme À 
l’ensemble des valeurs À telles que Az ne reste constante dans 
aucun des intervalles (À — h, À + h). Alors, le résultat que nous 
venons d'établir peut être énoncé comme il suit : Les points du 
spectre représentent des valeurs singulières par rapport à la 
substitution À; pour toute autre valeur de À, la réciproque 
(AE — A)! existe et sera fournie par l'intégrale (15). En 
particulier, lorsque À = o n'appartient pas au spectre, la réci- 





proque A1 existe et l’on a 


NE 10 dA£ 
so 


Le) 





Le spectre est contenu dans l'intervalle (m. M), extrémités 
comprises. De plus, les deux extrémités m et M appartiennent 
toujours au spectre. En effet, le spectre constitue, d’après sa défi- 
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nilion, un ensemble fermé; soient m/! et M! ses deux extrémités. 
Alors la forme Az, considérée comme fonction de £, sera con- 
stante pour £<C m' et pour £ > M'; par conséquent, on peut rem- 
placer dans (14) les limites d'intégration par m'—e et M'+e, 
où € désigne une quantité positive arbitrairement petite. Apph- 
quée aux fonctions AISÉE + €, la formule ainsi modifiée 


donne 
M'+E€ 


M'+e 
il dAÿ=E, E dAg— À; 


TEE. 
de là, en observant que À; est monotone, on déduit les inégalités 
NS ie ASE INT STE 


Par suite, m'£m et M'2M. Mais, d’autre part, 1l n'y a pas de 
valeurs singulières en dehors de l’intervalle (mn, M); donc, on 
aura précisément m'— m et M—M. 


96. Pour pousser encore plus loin l’étude du spectre, introdui- 
sons, à côté de Az, une autre forme P;(x,x), dépendant de 
même du paramètre &. Nous entendons par là, pour chaque valeur 
déterminée de £, la forme qui correspond à la fonction f£(u) = 0 
pour uZ£ et 1 pour = £. Quant à cette forme, on a, d’après Il, 
P:Zo; de plus, d’après I et Il, on a pour tout nombre fini de 
points distincts E,, .., 6, : Péi Pas +. IP SE DER 
ressort aisément que l’ensemble des points &, pour lesquels Pz ne 
s’annule pas identiquement, est, s’il en existe, fini ou dénom- 
brable. On appelle cet ensemble le spectre ponctuel de la forme À. 

Voici encore quelques propriétés de la forme P: qui ressortent 
immédiatement de sa définition. La relation f?— f# fournit P£= Pe 
et, pour Ë,2< 62, la relation ft, ft —0o donne PP: 0e 
relations Jen = Ùù/: —/ donnent APS bn 

De la dernière de ces relations, 1l vient l'identité fondamentale 
(AE — A)P; — 0. Elle nous apprend que tout système (yx) qu’on 
déduit d'un système (+4), en y appliquant la substitution P;, 








fournit une solution du système homogène 
co 

(17) api D axyr= 0 Wu, 0000 
k=1 


Or, supposons que À appartienne au spectre ponctuel. Dans ce 


/ 
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cas, d’après la définition du spectre ponctuel, il existe des sys- 
tèmes (74) tels que 


= (vin =P}(r tr) #0, 


Par conséquent, pour toute valeur À appartenant au spectre ponc- 
tuel, il existe des solutions non nulles du système homogène (15). 

Inversement, supposons que le système homogène (17) admette 
une solution (yx) non nulle, c’est-à-dire telle que E(y; y) 0. 
Appliquer à (y) la substitution À, revient, d’après (17), à multi- 
plier les VR parti). Dar conséquent, appliquer à (yx) la substitu- 
üon f(A), équivaut à muluplier les yx par f(À). En particulier, 
la substitution P: fourmra (0) lorsque 6 À; et, pour £ — À, elle 
fera correspondre (74) à lui-même. Enfin, P\(y,7)—E(y, y) 
sera, par hypothèse, :£ 0; donc, À appartient au spectre ponctuel. 
Donc, on a le théorème : 


Pour que le système (17) admette une solution non nulle, 
il faut et il suffit que À appartienne au spectre ponctuel. 


Il convient encore d'observer que la formule P;,P:, — 0 (pour 
€, < £2) implique le résultat que l’on peut aussi aisément établir 
par une voie plus directe : Deux solutions du système (15), qui 
correspondent à deux valeurs distinctes de }, sont orthogonales 
l’une à l’autre. 


97. Il y a entre les formes Az et P; une relation très intime que 
nous allons établir. Pour voir cette relation d’une facon nette, intro- 
duisons encore la forme AË(x, +); nous entendons par là la forme 
qui correspond à la fonction f(x) — 1 pour H££ et o pouru > E. 
Az. Envisageons Az et AE 





Cela étant, on a évidemment P;— A% 
comme des fonctions de £. Elles sont monotones; lorsque & croit, 
elles croissent aussi ou, au moins, elles ne décroissent pas. Par 
conséquent, les limites Az_,, Az,5, A0, AË,, existent. De plus, 
comme on a toujours AËZAz; et, d’autre part, pour s>0, 
D A: A: e-AE Onaura Aro SA <Apet A0 Ar,o2 AS. 
Enfin, d’après la proposition énoncée à la fin du n° 91, on à 
Ar_o—Azget AË,,— A. Par conséquent, les deux limites de gauche 
APP AE, coïncidentebsont — At; demême, Ar 4, — AË,, — A+. 
C'est-à-dire que les formes Az et A*, envisagées comme fonctions 
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de Ë, sont continues et égales entre elles pour tous les £ qui 
n’appartiennent pas au spectre ponctuel; pour les points € du 
spectre ponctuel, elles sont distinctes et ne restent continues que 
si P;(x, x) —0o; en général, elles y subissent un changement 
brusque égal à P:(x, x). 

Ajoutons, ce qui est presque évident, que dans la plupart des 
raisonnements qui précèdent, par exemple dans la formule (14), on 


A # LD L' 
peutremplacer Az par Â€, ou, à cause de la symétrie, par : (Az + AŸ). 


98. Les considérations précédentes permettent de décomposer 
la forme A, avec M. Hilbert, en deux formes plus spéciales. L'une 
de ces formes admettra, sauf peut-être pour le point £ = o qui 
jouera un rôle exceptionnel, le même spectre ponctuel et les mêmes 
formes P: que A; le spectre ponctuel de l’autre, s'il en existe, se 
réduira au point € — 0. 

Faisons d’abord une remarque générale. Supposons que 
A—B-+C, les formes B et G étant orthogonales entre elles, 
c'est-à-dire telles que BC = CB = o. Dans cette hypothèse, on a 


(18) S(A) = f(B)+ f(C) — f(o)E. 


Cette égalité est évidente lorsque f(x) est polynome; pour les 
autres fonctions considérées, on l’obtient en passant à la limite. 

Posons maintenant P(x, æ)—XP;(x, x), en étendant la som- 
mation à tous les Ë ou, ce qui revient au même, aux valeurs € 
qui appartiennent au spectre ponctuel. Les formes Pz étant posi- 
tives el comme on a, pour tout nombre fini de points distincts 
Es veus En Pt +. Pr SNA ESErIe envisaeee converge. Or, 





les relations P? — P: et Ps, Ps: — 0 pour &, > £,, donnent, après 
sommation, PP; = P;:P — P, et en sommant de nouveau, P2=—-P: 





Les relations A7 P;=— Ps A — 6 P; donnent, après sommation, 


(19) APP Er PE. 

Par suite, on a 

AP(A — PA)—=(A — AP)PA — APA — AP2A — APA — APA =; 
el enfin, en posant AP — PA —B et À —_B — C, on aura 


BOL 0; 
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Les formes B et C sont orthogonales entre elles et leur somme 
est À. 
Calculons f (B) et f (G). Je dis qu’on a 


_ 


VOTRE f(B)= DFE) Pe+ f(o)(E—P). 


Buetel/onab°—AfP— A#P;donec, d’après(19}, Br—%£"P:. 
Par conséquent, la formule (20) est vraie pour f polynome. Sans 
restreindre la généralité, 1l suffira de l’étendre aux fonctions bor- 
nées f qui sont la somme d’une série de polynomes positifs. 
Or, dans ce cas, les formes P; étant aussi positives, tout revient 
à intervertir l’ordre de sommation dans une série double à termes 
positifs, et c’est permis. 

Par suite, la formule (20) reste exacte pour toutes les fonctions 
envisagées. 


L'expression pour f (CG) se déduit des formules (18) et (20) : 
(21) F(C)= FA) + f(o)P — Ÿ F(E)PE. 


Calculons, en particulier, les formes P; et P, analogues aux P: 
et correspondant aux formes B et C. Pour cela, il faut poser, dans 
| æl 


PARCS), f(L)=uepoureu—< el o pour TEA Lorsque 
20, il résulte P; — Pr, Pi — 0. Pour £ — 0, on aura 


P,= PE —P, PS Sir 


Donc, la forme B admet, sauf pour £—0o, le méme spectre 
ponctuel et les mêmes formes correspondantes que À; quant à 
la forme G, le spectre ponctuel se réduit au point o et la forme 
correspondante est P — EP:. 


99. L'importance de la décomposition faite consiste en ce 
qu'on peut, dans la résolution du système homogène (17), rem- 
placer la forme À par la forme plus spéciale B. Inversement, 
lorsque l’on connaît l’ensemble des solutions de (17), la forme B 
en sera univoquement déterminée. Pour le voir, il suffit d’ex- 
primer P; moyennant les solutions qui correspondent à À = £. 
Nous avons vu que l’ensemble de ces solutions résulte en appli- 
quant à tout l’espace hilbertien la substitution P;. En l’appliquant 


’ 
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seulement à un sous-ensemble dénombrable partout dense de cet 
espace et en orthogonalisant (!), on parviendra à définir une suite 
dénombrable (ou finie) de systèmes (4°), (1°), ..., orthogonaux 
deux à deux, normés, solutions de (15), et tels que toute solution 
peut être approchée « fortement » par eux ou par leurs combi- 
naisons linéaires. 

Envisageons la forme 


2 


SES SR 


i KA 


et la substitution Q qui y correspond. 

Les séries entre parenthèses convergent évidemment. Donc, 
quand il ne s’agit que d’un nombre fini d'éléments ([), l’expres- 
sion au second membre a un sens bien déterminé, De plus, dans 
ce cas, on voit immédiatement que Q?= Q et que, par consé- 
quent, (E— Q}=E — Q. Par suite, E(x, x) — Q(x, x) est une 
forme positive, c’est-à-dire Q(x, x)£E(x, x), On en conclut 
immédiatement que l’expression au second membre converge dans 
Lous les cas et reste £ E(x, x). 





Je dis que P:— Q. En effet, chacun des éléments (/;) se repro- 
duit lorsqu'on y applique Pe, puisque (/;) est solution de (15), et 
comme les (/;) sont orthogonaux entre eux et normés, ils se 
reproduisent aussi lorsqu'on y applique la substitution Q. Par 
conséquent, Pr; — Q appliquée à l’un quelconque des systèmes 
({x), donne zéro. Mais il en sera de même pour toutes les solutions 
de (15), car elles peuvent être approchées indéfiniment par les 


combinaisons linéaires des (/x). Enfin, on a P? = Px et QPr—Q, 





(Pr: — Q)P:— P; — Q ; donc, appliquer P:— Q à un système, 
revient à y appliquer d’abord P; et puis P:— Q; mais, en appli- 


(1) Cf. le n° 50. Là, il s’agissait d’orthogonaliser les équations elles-mêmes; 
ici, on orthogonalise les solutions par un procédé tout analogue. Après les avoir 
numérotées, on supprime celles qui sont des combinaisons linéaires des précé- 
dentes et on numérote de nouveau, puis on ajoute à chacune d’elles une com- 
binaison linéaire de celles qui précèdent, et cela de sorte que la solution ainsi 
modifiée devienne orthogonale aux précédentes. Enfin, on multiplie par des 
constantes convenables, de sorte qu'on ait 
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quant P:, il résulte une solution de (19); et Ps — Q, appliquée à 
cette solution, donne zéro. Par suite, P: — Q transforme en zéro 
tout l’espace hilbertien ; donc P:— Q. 

Ayant décomposé de cette façon chacune des formes quadra- 
tiques P; en des carrés de formes linéaires, nous voilà aussi 
arrivé, grâce à la formule B— X£ P;, à décomposer d’une façon 
analogue, la forme B; on n’a qu'à remplacer chacun des Pz par la 
somme () qui y correspond. Donc, la forme particulière B admet 
une décomposition analogue à (2); seulement la sommation 
s'étend peut-être à une infinité dénombrable de carrés. Mais dans 
le cas général, lorsqu'on détache de la forme À la partie B qui 
correspond aux solutions du système (15), 1l reste encore une 
forme C. La forme C est aussi d’un caractère particulier : son 
spectre ponctuel, s’il en existe, se réduit au point £ — 0; la forme 
Cz est fonction continue de £, sauf peut-être pour £—0; et par 
conséquent, en excluant, s'il est isolé, le point o, le spectre de C 
constitue un ensemble parfait. On appelle cet ensemble parfait le 
spectre continu de la forme A. 


100. Quand A est complèlement continue, ces résultats devien- 
nent encore beaucoup plus simples. Dans ce cas, les formes B— AP 
et alors C— À — B sont aussi complètement continues. Je dis que 
C= 0. En effet, C n’a pas de spectre ponctuel, sauf peut-être le 
point 0 par suite, pour 6 < 0, le système homogène qui cor- 
respond à £E— C n’admet pas de solution. Mais, d'autre part, si 
un point £-<0 appartenait au spectre de GC, ce système pourrait 
être satisfait avec une approximalion arbitraire par des élé- 
ments (7x) tels que Ex, x)—1, c'est-à-dire qu'il existerait une 
mredeléments \2/lelsique Ex}, &®)=eltque, de: plus, 
la suite des éléments qu’on obtient, en y appliquant la substitu- 
üon £E — C, tend fortement vers (0). De la suite (x°) on pourrait 
tirer une suite partielle (xY*) tendant vers un élément (x;), et le 
système homogène 6E — C—o admettrait la solution (x;). De 
plus, GC étant fort continue, C(xY°) tendrait fortement vers C(x;) 
et alors (xY°) tendrait fortement vers sa limite. Donc on aurait 
E(x*, æ*)—1, et alors, le système £E — C— 0 admettrait une 
solution non nulle. Par conséquent, aucun des points £<0 n'ap- 
partient au spectre, et la forme Cz, envisagée comme fonction de Ë, 


R. 10 


146 CHAPITRE V. 
je À . 2 
doit être constante pour £ <T 0 et aussi pour > 0. Donc on a 


2 


= / 


Comme C— 0, À — B; par suite, A (x, x) admet une décompo- 
silion analogue à (2) 
2 


(32) ame D (Su) Lane Durs ) 


je" NS ten JUN AA 


les formes linéaires X/;;æx étant normées et orthogonales deux à 
deux. Les coefficients 1; parcourent le spectre de À, en prenant 
une ou plusieurs fois chacune des valeurs £ dont il se compose. 
Pour chacune de ces valeurs, les formes linéaires qui y corres- 
pondent s’obtiennent en décomposant la forme P:. Mais tandis que, 
dans le cas général, la décomposition de P: peut fournir une infi- 
nité de termes, 1l n’en est pas de même dans le cas particulier 
considéré. Dans ce cas, c’est seulement la valeur £ — o qui pourra 
fournir une infinité de termes; chacune des autres en donne un 
nombre fini. De plus, je dis que dans ce cas u;j—o; cette 
assertion implique évidemment le fait indiqué. Montrons donc 
que uj—o. La suite des éléments orthogonaux et normés 
(ljx) (J =1,2,...),tend vers (o); en y appliquant la substitution À, 
on obtient la suite (u;/;;); À étant complètement continue, cette 
suite tend fortement vers (0), c’est-à-dire 15 — 0. 

En résumé, toute forme complètement continue A(x, x) 
admet le développement (22), et cela de sorte que nj— 0. 

Il est bien naturel de prévoir que l’on peut établir ce résultat 
par une voie plus directe, sans se servir de la théorie générale du 
spectre. M. Hilbert a donné une telle démonstration (!}). L'idée 
essentielle de cette démonstration est fondée sur le fait suivant : 
la forme complètement continue A(x, x), variée sous la condition 
que E(x, æ)— 1, atteint son maximum M pour un élément (/;") 
et alleint aussi son minimum 7» pour un élément (/®), et ces 
éléments satisfont respectivement aux systèmes homogènes 
ME — A — 0, mE — À — 0. De plus, si l’on fait varier A(æ, x) 
en imposant aux (7%) encore la condition d’être orthogonaux à cer- 


(!) HILBERT, quatrième Mémoire, p. 201. 
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tains éléments satisfaisant à des systèmes du même type uE —A—o, 
les éléments extrémaux satisfont à des systèmes du même type. Ce 
fait permet d’épuiser successivement toutes les solutions des sys- 
tèmes homogènes et conduit alors à l’expression (22). 

M. von Koch a montré que, dans le cas où D lai el d'a, 

| E ik 

convergent, on peut aussi obtenir le développement (22) par la 
méthode des déterminants infinis (!). 


LE SPECTRE CONTINU ET LES SOLUTIONS DIFFÉRENTIELLES. 


1401. Étudions maintenant la forme C qui correspond au spectre 
continu. Pour plus de simplicité, nous supposerons C— A; 
c'est-à-dire que nous ferons l'hypothèse que la forme À n'admet pas 
de spectre ponctuel. Les modifications à faire dans le cas général 
sont presque évidentes; il ne s’y agira que du point £— 0. 

L'hypothèse faite consiste en ce que le système (17) n’admette 
pour aucune valeur de À des solutions (+}) telles que £x? converge 
et <o. M. Hilbert a donné un exemple très simple d’une telle 
forme A. Le voici : 


129) A(T, D) = Tito + Tata + tal te... 


Discutons les systèmes (15) qui lui correspondent. Ce sont des 
systèmes récurrents : après avoir choisi À et x, arbitrairement, 
on peut calculer successivement %2, æ3, .... Comme, d’après 
l'inégalité de Cauchy-Lagrange, on a —E£A£E, nous pourrons 
nous borner à considérer les valeurs À comprises entre — 1 et 1. 
Posons, avec M. Hellinger, À = cost et +, —csint; on trouvera, 
par un calcul facile à rétablir, xx = c sin Æt pour tous les X. De cette 
facon, en faisant varier £ et c, la formule x; = c sinkt donnera 
toutes les solutions de (17) pour — 1<À<t. Or, pour ces solutions, 
Zx; ne converge pas. C'est-à-dire qu’au point de vue où nous 
nous sommes placés, les (xx) ne sont pas solutions admissibles, et 
l’on pourrait croire que nos méthodes ne s'appliquent pas à l'étude 
de ces solutions singulières. Mais la partie n’est pas encore perdue. 


(:) Vox Kocu, Sur un theorème de M. Hilbert (Math. Annalen, t. LXIX, 
1910, p. 266-283 ). 
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Envisageons par exemple la solution x;(À) = sink(arc cos À) 
comme fonction de À et désignons par y, les intégrales des æz(À), 
prises par rapport à À le long d’un intervalle I. Comme {yx demeure 
borné lorsque #0, la série £y? converge. De plus, soient 34 des 
quantités analogues aux yx, mais correspondant à un autre inter- 
valle qui n’empiète pas sur 1 : les éléments (yx) et (3x) sont 
orthogonaux entre eux. On s’en rend compte par un calcul facile, 
et nous en verrons aussi bientôt les raisons plus profondes. 
L'analogie que présentent les intégrales des solutions singulières 
dans le cas où le spectre ponctuel manque, aux solutions admises 
dans l’autre cas, a suggéré à M. Fellinger l’idée de fonder sur 
l'emploi de ces intégrales l'étude du spectre continu, sans s'occuper 
aes solutions elles-mêmes. Mais 1l y fut aussi conduit forcément 
par une autre raison importante. Pour exposer cette raison, 1l me 
faut d’abord dire à quel point de vue se placaient, dans lPétude du 
spectre, M. Hilbert et son école. On sait bien que la condition 
nécessaire et suffisante pour que deux formes quadratiques à 
n variables puissent être transformées l’une dans l’autre par une 
substitution orthogonale appliquée aux variables, consiste en ce 
que les valeurs singulières et leurs ordres de multiplicité coïn- 
cident. Quelles sont les conditions qui y correspondent dans le 
cas d’une infinité de variables? En groupant la théorie des formes 
quadratiques autour de ce problème, il en ressort une certaine 
délimitation des faits à envisager : on se bornera aux faits qui 
subsistent lorsqu'on soumet les variables à une substitution ortho- 
gonale quelconque; brièvement, on se borne à étudier les inea- 
riants orthogonaux de la forme quadratique (!). L’existence 





(!) La remarque suivante permet de rattacher l'étude des invariants orthogo- 
naux à l’ordre d’idées où nous nous sommes placé. Soit O une substitution réelle 
et orthogonale, c’est-à-dire telle que, pour ses coefficients 04, on ait 


ce 


2] 
I ot 1 
PTE DER MC 


EN 2 


suivant que i = ou ;< j. Appliquer à l’espace hilbertien la substitution O, revient 
à remplacer les formes A par les formes OAO-!. Or, on a évidemment 


s f(OAOT') = Of(A)OT'; 


c’est-à-dire que la correspondance entre les À et les f (A) reste inaltérée. 
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d'une solution admissible du système (15) pour une certaine 
valeur de À est un tel invariant; en fait, les solutions admissibles 
se correspondent moyennant les mêmes substitutions que les 
formes elles-mêmes. Mais il n’en est pas ainsi pour les solu- 
uons (xx) telles que Yx? ne converge pas; en fait, les substi- 
tutions orthogonales ne sont pas définies pour de tels systèmes, 
et, dans la plupart des cas, la définition n’y peut pas être étendue. 
nvisageons donc +}; comme fonction de À et supposons qu'il soi 
Envisageons d fonction de À et sup] ail soit 
permis d'intégrer les équations (17) terme à terme par rapport à À; 
en posant 


£ 


pe) = [700 


A0 


et en appliquant la notation de Sueltjes, nous obtenons 


Fe æ 
(24) E dpi(E) —Ù auxlpe (he) — paCu)] = 0 (ir, 2 Pr) 


hu Re 


Voici maintenant la notion de solution différentielle qui est 
fondamentale pour la théorie de M. Hellinger. Il entend par là toute 


C2] 
. . . x £ N pe > ER 
suite de fonctions continues | :4($)] telles que D ex(E)] converge 
KE —=1 
vers une fonction continue et que, de plus, les fonctions 954(6) 
satisfont au système (24) pour toute valeur de À, et de À. 
Pour obtenir de telles solutions, appliquons la substitution A: 
à un système quelconque (xx) tel que Èx; converge; 1l y cor- 
respondra, pour toute valeur de £, un système bien déter- 
miné [2x(6)]. Dans l'hypothèse faite sur À, la forme Az est fonc- 
. . g . A . 2 d 
uon continue de £, et il en sera de même quant aux fonctions pz($). 
Détplus, Z[24(E\ converge vers AË(x,x)=— Ax:(x,x), el c’est 
une fonction continue de £. Enfin, on a 


en effet, chacun des deux membres est égal à f (A), f désignant 
la fonction — € pour À,£E< À: et zéro d’ailleurs. On en conclut 
que les fonctions p; satisfont au système (24). 

Les solutions différentielles participent, mutatis mutandis, 
de toutes les propriétés essentielles des solutions admises des 
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systèmes (17); tout cela revient à ce que leur variation sur des 
petits intervalles se comporte à peu près comme les solutions 
exactes de (17). On peut s’en servir, entre autres, pour décom- 
poser la forme A en des parties plus simples et pour étudier 
équivalence de deux formes au point de vue des substitutions 
orthogonales. Pour tous les détails, nous renvoyons le lecteur aux 
Mémoires originaux (!). 

102. Parlons encore d’une classe très intéressante de formes 
où tous ces raisonnements deviennent beaucoup plus simples; 
cette classe comprend, entre autres, la forme (23) (?). 

Supposons que les fonctions w,(u4), w(4), ..., définies sur 
l'intervalle (a, b) forment un système orthogonal et normé, 
c'est-à-dire supposons que 


b 


Ï 
fr i(H)2x(H) = a 


a 


suivant que {7 k. De plus, nous supposons que pour chaque 
fonction f (u) intégrable et de carré intégrable, on puisse rendre 
aussi petite qu'on voudra l'intégrale 


n 2 
b 


ar! 
È Ril 


(1) HELLNGER, Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von 
unendlich vielen Variabeln (Thèse), Gôttingen, 1903. — Neue Begründung 
der Theorie quadratischer Formen von unendlich vielen Veränderlichen 
(Journ. f. reine u. angew. Math., t. CXXXVI, 1909, p. 210-271). Poursses 
recherches, M. Hellinger se sert avec grand succès d’une notion très intéressante 
d'intégrale généralisée, analogue à celle de Stieltjes. Au premier abord, l'emploi 
de ces intégrales semble indispensable. Tout récemment, M. Hahn a découvert 
la relation intime que ces intégrales ont avec les intégrales ordinaires au sens de 
M. Lebesgue, en particulier, avec les fonctions sommables et de carrés sommables 
dont nous parlerons plus loin; et grâce à cette découverte, il est parvenu à 
résoudre complètement le problème d'équivalence de deux formes quadratiques. 
Il a publié ses recherches dans le Mémoire : Ueber die Integrale des Herrn 
Hellinger und die Orthogonalinvarianten der quadratischen Formen von 
unendlich vielen Veränderlichen (Monatshefte für Mathematik u. Physik, 
L'EAXIM MOTS D TOI-200e 

(*) HILBERT, quatrième Mémoire, p. 207. M. Hilbert expose seulement le cas 


: ‘ à I , : . 
particulier où uwu(u)=——+ La classe que nous étudions est comprise dans une 
(bn 


classe plus éteridue, traitée par M. Hellinger. 
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en choisissant convenablement à et les cx. On exprime ce dernier 
fait en disant que le système [ox(u4)] est complet (‘). Dans le cas 
considéré où le système est aussi orthogonal et normé, le choix 
le plus avantageux des cz sera fait, pour chaque n, en égalant c4 à 


b 
fa= fu) gx(u) dus 


ce qui découle immédiatement de l'égalité 


2 


fB)—Ÿ 0x ox(u) | du 


, D 


1. 


«œ 


k=A 

4 n 2 n 

EU 
= f J(u) —Y ji vx(u) | du +Ù (fi ci}. 

ï4 k=1 RS 

Il en résulte que pour À infini 
b 4h 2h n 2 
1h LACH)P du —Ÿ j + f Al B)—Ù fr ox(u) | du— 0, 
a k—1 CNT Run d 





(!) Comme exemple d’un système orthogonal, normé et complet dans l’inter- 
valle (— x, x), citons le système 


I AURA I he 
1e CUS D: SIN U, © — COS2U; —=SsIN2M, .., 


V2T T VT VT VT 


nl 








qui intervient dans la théorie des séries de Fourier. Ce système est évidemment 
orthogonal et normé. Pour voir qu'il est aussi complet, il suffit par exemple 
de rappeler le théorème bien connu de Weierstrass, d’après lequel toute fonction 
continue et de période 27 peut être approchée uniformément par des polynomes 
trigonométriques, en observant, de plus, que pour chaque fonction f(x) intégrable 
et de carré intégrable, l’intégrale 


T 
1 [f (uw) — #(u)F du 
—T 


peut être rendue arbitrairement petite, en choisissant convenablement Ia fonc- 
tion 2(1) continue et de période 2r7. 

La formule (24), appliquée au cas particulier envisagé, constitue cé que l’on 
appelle le £heorème de Parseval ou aussi théorème fondamental des constantes 
de Fourier. — Cf. HurwIiTrz, Ueber die Fourierschen Konstanten integrierbarer 
Funktionen (Mathematische. Annalen, t. LVIXI, 1903, p. 425-446; t. LIX, 1904, 
p. 553). — Farou, Series trigonometriques et séries de Taylor ( Acta mathe- 
matica, t. XXX, 1906, p. 335-400). 

Tous les systèmes dont il s'agira dans la suite peuvent être ramenés aisément 
au Cas considéré. 
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c’est-à-dire que 


Enfin, en appliquant cette formule à =[/(u) + g(u)] et 


à = LF(u) — g()], et en retranchant, on obtient 


b b b 
(24) fm etudu=Y [fugue de f g(H)ox(x) du; 


FA 


les fonctions f et g y sont supposées intégrables ainsi que leurs 
carrés. 

Toutes ces considérations, valables quand on donne au mot 
tntégrale le sens que lui a attribué M. Lebesgue, restent valables 
à plus forte raison pour la notion d’intégrale classique. Nous 
admettrons, pour fixer les idées, que les fonctions envisagées 
soient continues ou se composent d’un nombre fini de traits 
continus. Cela étant, posons 


n 0 2 
ar | u(11) o;(u) vx) du, Ar; 2) » ik TER 
ÉS LR EM 


Les réduites | A(zx,x)},, [E(x, æ)]; seront fournies évidemment 
par les intégrales 


2 2 


b £ ä A MUR 
fun) dr gap) dy, [ D rot) dy; 


SA à a 


KA oi 


par conséquent, la forme A(x, x) est bornée et l’ensemble de ses 
valeurs est compris, pour E(x, x) —1, entre les bornes inférieure 
et supérieure de la fonction w(u). De plus, soit A*(x, x) la forme 
définie de façon analogue, à l’aide d’une fonction w*(u); en posant, 
dans (24), f(u) — u(u)o;(u), g(m)=u"(u)ox(u), on trouve 
l'expression des coefficients de AA* : 


b 
u(p)u(n) piCH) 24H) dix. 


CAT à 


En particulier, les coefficients de A?, A%, ...se calculent en 
remplaçant w(u) par u?(u), u3(u), ... dans l’expression de a;x. 
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Donc, les coefficients de f(A) s'expriment par l'intégrale 
b 
jl Jlu(u)lo:(u) px(u) du. 


Cette expression pour les coefficients de f(A) permet d'aborder 
sur-le-champ l'étude du spectre et des formes spectrales. Soient €:, 
ŒE:, €! les ensembles des valeurs u pour lesquelles on a respective- 
MUR), (nu), u(u) = 6; les coefficients de Az, A?, Pe 
sont fournis par l’intégrale 


faute) eu(u) du, 


étendue respectivement aux ensembles CNE LEPUS EMEA 
exemple, w(u) est continue et admet m et M comme valeurs 
extrêmes, le spectre sera formé par l'intervalle (m, M); si elle ne 
passe pas par la valeur £ ni par les valeurs voisines, £ et son voisi- 
nage n’apparliennent pas au spectre; enfin, sielle prend la valeur & 
le long d’un intervalle, £ appartient au spectre ponctuel. 

La forme (23) rentre dans la classe considérée en posant 


ae 
= 0, be ok) = /2 sin. u(u) = cos. 


103. Considérons encore un autre cas particulier qui est inti- 
mement lié à la théorie des séries trigonométriques. Pour étudier 
ce cas, 1l sera avantageux de modifier l’écriture en faisant varier 
les indices de — æ à —+ æ. Cette modification revient seulement 
à numéroter d’une autre façon les variables +4, et, par conséquent, 
elle n’exerce aucune influence sur les résultats essentiels de la 
théorie exposée. 

Posons 





MT, 0 = TN (ol) — l(sin£u + cos£u) — — cos (au =). 
V2T VT 4 
Lorsque À parcourt tous les nombres entiers de — æ à + 00, 


e;(1) parcourt un système orthogonal, normé et complet. Envisa- 


geons la forme 
+ œ 


PAT L » dikTiTk; 


i,k =— © 
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14 
au= | u(nt) p:(H) vxCH) du 
—T 


T 


TH 
L : I : 
= — u(1) cos(i — k) x du + = / u(ux) sIn(i+Æ)u du. 
2T 2T 
ST Sie 
Donc, en désignant par &;_x et B;,x les deux termes du dernier 
membre, A(x, x) est la somme des deux formes 


—+ œ 


+ > 
AU (>, x) = >: Aix Lit}, AU) (x, x) = >: Bitktitk; 


i,K =— © i,k —— 


la forme A (1) correspond à la fonction paire 


ut (u) 1 u(14) +- Lo 


2 Ù 


la forme A (2) correspond à la fonction impaire 


u(m)— u(— y) 


2 


LS LEE 


On voit que ces deux formes appartiennent à des types très parti- 
culiers. Le premier de ces types, qui correspond aux fonctions 
paires, fut considéré pour la première fois par M. Tœplitz; nous 
en parlerons dans le Chapitre suivant. Le second type correspond 
aux fonctions impaires. Posons, par exemple, u(u)=—T—1#x 
pour <Oo et rT—u pour L=>o; les intégrales considérées 


I 5 . 
donnent a; = -—— quand i+ ko et &;x = 0 au cas contraire. 


ATEN 





Les valeurs extrêmes de uw (1) —1 dans l'intervalle (—r, x) sont #, 
et —r; donc x et — x sont aussi les bornes supérieure et infé- 
rieure de la forme A(x, x), et alors (d’après le n° 85) de la forme 
bilinéaire A(x, y). Ces formes comprennent en particulier les 


Le 


formes considérées par M. Hilbert : 
00 [+] À 
TiT} Ti Vk 


: 2 - L 
: + 1 —Kk 
DR] Al 








où l'accent ajouté au second È indique qu'il faut supprimer les 
termes qui correspondent à t'—k. La première des deux formes 
résulte de A(æz,T)en posant EN = mo OR 
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RUE AN EE)MEN DOSANnt 2 — Li — ZT —...—0, 





Yo=Ji=ÿ2=...—0 et en renversant encore les signes des 
indices des y. Donc, ces deux formes restent aussi comprises, pour 
Efx,x)£=1, Ely,y)<t, entre —retr. 

L'intérêt particulier que l’on attache à ces formes est motivé par 
le fait qu'elles appartiennent, pour ainsi dire, à la frontière de 
l’ensemble des formes bornées. En fair, il y a des expressions très 
voisines qui ne représentent pas des formes bornées. Considérons, 
par exemple, l'expression 


Le] 
Ti} 
(i+ A) 
i,k = 
\ I 
OUEN ENY POSANLT 1 —= Lo = Ln—= —=) Lai —=Lny2—...—=0, 
Iè 


ce qui est conforme à l'hypothèse E(x, x) —1, les termes tels 


5 = I : 
D Sn EI sont tous 212 ©: et comme: il en a 
que i+k<n+ ER yen: 


n(n+i1) 


ME. . nn — » la valeur de l'expression dépasse 


I Us | s 
AUBE r) S. Donc cette valeur croît indéfiniment avec nr. De 


D POS ANT, — ——; Lui —... — 0 dans l'ex- 
It 
pression 
co 
> Ti ke 
[ik] 
PEL 








. I I I TI — I d 
on obtient 2 (: = = HER + ) nn , et cette expres- 
: 9 d mn  : 7 


sion croît aussi indéfiniment avec n (!). 


(1) Ce dernier fait peut être exprimè en disant que la forme bilinéaire bornée 
LA 
Œ : ë : , Q) Q , A 
——-. n’est pas absolument bornée. Il fut indiqué par MM. Hellinger et 
» SR 


Tœplitz dans leur Mémoire cité au n° 57, p. 308. Cf. aussi pour des formes ana- 
logues : TŒPLITZ, Zur Theorie der quadratischen Formen von unendlich vielen 
Veränderlichen (Nachr. d. k. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen, 1910, p. 489-506, et 
I. ScHur, Bemerkungen zur Theorie der beschränkten Bilinearformen mit 
unendlich vielen Veränderlichen (Journ. f. reine u. angew. Math., t. CXL, 


1911, p. 1-28). 
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APPLICATIONS. 


LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 


104. En étudiant, dans le Chapitre IT, la méthode des détermi- 
nants infinis, nous avons dit que cette méthode fut inventée et 
appliquée pour la première fois à l’équation différentielle linéaire 


(1) TE + (Bo 20 cos + 20, cost +...)æ = 0 
par M. Hill. Le raisonnement du savant astronome, trop succinct 
pour le géomètre pur, fut perfectionné el justifié pleinement par 
Poincaré, et nous avons exposé le raisonnement de ce dermier et 
aussi les recherches ultérieures concernant la convergence des 
déterminants infinis et leur application aux systèmes d'équations 
linéaires à une infinité d’inconnues. Mais nous ne sommes plus 
revenus à l'équation (1). Nous le faisons maintenant; seulement, 
au lieu de considérer l'équation particulière (1) (!), nous nous 
placerons avec M. von Koch dans un ordre d’idées plus général. 
Envisageons l’équation différentielle linéaire d'ordre n sans 
second membre 


d'u PARU dr-2?u 
dzr HR IE De Paie +...+P;GyYuR, 


(2) — 


où les coefficients P,(3), ..., P,(3) admettent les développements 
en série de Laurent 


+ œ 
(87 Pr (CS) —= >: Miss 


k =— © 





(!) L’équation (1) fut étudiée d’une façon détaillée par PoiNcaRE, loc. cüit. 
(Ch TS ELA 
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convergeant à l’intérieur de l'anneau circulaire r <|:[<<R. On 
sait, d’après les recherches de Fuchs, qu'il existe au moins une 


intégrale de la forme 
+ 
UUsM=R SR à ax 3#, 


== œ 


où la série de Laurent converge à l’intérieur de l’anneau. Nous 
nous proposons de déterminer la constante o et les coefficients 4x, 
de sorte que u(z) représente une intégrale de l’équation (2). 

L’équation (1) entre évidemment dans le type envisagé si l’on 
suppose que la foncuon 0(€) — 0, + 20, cos t +. est holomorphe 
pour les valeurs réelles de #, et si, de plus, on fait le changement 
de variables 3 — ef. 


105. Observons tout d’abord qu'on peut supposer, sans res- 
Hétndselteénéralté, Pt) 0o'etr < 1<T R. Ex effet, ces deux 


A 5 \ er P,(z)dz3 
hypothèses reviennent à remplacer w par w—=ue rh et 
3 par 3 —=3VR7; l'équation ainsi modifiée satisfait évidemment 
aux hypothèses faites. 

Cela étant, remplacons dans l’équation (2) les fonctions P,(:) 


et u(z) par leurs développements ; la comparaison des coefficients 
donne pour p et les 4; les équations 


—+ © 


(&) D'erntp+Æ)a=o  (i=—...+), 
K=— © 


où 


Mo p(o—1). Neon-t 1) 


+ p(o—1).. (p—nr+3)a2-2+...+ PAn1,-n+1 + Ann) 
PL DOUT 7 0, 
Dj(o)= pe —1)...(p—n+S)a;2 +... + pAn1,j-n+1 + An,j-n: 
Pour mettre le système (4) sous la forme 


+ © 
(5) > Wik(p)4x = 0 (Et —=—...+ ), 


k—— © 
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de sorte que d;= 1 pour tous les #, posons 


0) 


O;-K(0 2 k) 


or — 
D, po(p +) 


Soient p,, ..., p, les racines de l'équation &,(2) —0 ; alors les 
pôles des fonctions rationnelles d;4(0) appartiennent à l’ensemble 
des valeurs 5,— 4, ..., 0n—1 (t ——00...—+æ) qui sont racines 
de l’une ou l’autre des équations v,(o +1) —o. Envisageons 
maintenant dans le plan de la variable 5 un domaine D fini ou 
infini situé entre deux droites parallèles à l’axe des imaginaires 
et tel qu'aucune de ces racines ne se trouve au dedans ou sur la 
frontière de D. Nous allons montrer que la série 


+ 0 


(6) D loxtp)l 


i,k =— © 
(TS) 


converge uniformément dans le domaine D. 
À cet effet, écrivons les polynomes o;(pb+i—7) où 720; 
sous la forme 


H2(7) (ep +2) 2 MONET Tr) ER RER ee 


Chacune des expressions H,(7) est la somme d’un nombre fini de 
termes de la forme 77a»j(q —=0,1,2,...). Nous avons supposé 
que les séries (3) sont convergentes dans un anneau comprenant 
la circonférence | 3|— 1; donc, les séries 


4 ‘ 
pe [JTa@mil (9 =0,1,2,...) 
et, par conséquent, les séries 
+ co 
èr à D IH,(4)| :(r=2,3,...n) 


E =— © 


sont aussi convergentes. De plus, d’après l'hypothèse faite sur le 
domaine D, 1l existe une constante GC, de sorte que 


I CG: 
[pote +t)| SGelipe 
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et 1l existe une constante C, telle que [eo + &| << C>:(1+[5]). Par 
suite, On à 








+ 00 + qu . . 
> [bix(e)| = > pia(p+A)| » ST ns D 
A = Re 0e | Mon DR TR DS 
DoCp Hz) | + %o(0 +1) 
4, K = — 00 DK —=—"0 ; b,]J—=— © 
(ik) (ZA) U0) 
—+ 0 
3 I 
(Sa + S3+...+ Sn) Os Di Ns 
| ÉpNot33 
I1=— © 


donc, la série (6) converge uniformément. 

D’après ce qui précède, le déterminant infini Q(5) qui corres- 
pond au système (5), appartient au type normal, il converge ainsi 
que ses mineurs pour toute valeur de o, sauf peut-être pour les 
racines des équations ®5(p + £) —o; de plus, il converge unifor- 
mément dans chaque domaine D du type envisagé. Donc la fonction 
O(p) est holomorphe pour chaque point o, sauf pour les racines 
des équations #,(0 + #) = 0, où elle a le caractère d’une fonction 
rationnelle. Ce dernier fait revient à ce que la même valeur o peut 
satisfaire seulement à un nombre fini des équations ©,(p +) —o. 
Plus précisément, p est un pôle d'ordre m pour la fonction Q(o) 
si parmi les racines de l’équation ©,(9) — o il y en a exactement m 
qui diffèrent de p par zéro ou par un nombre entier; bien entendu, 
on suppose qu'on a compté chaque racine aulant de fois que l’in- 
dique son ordre de multiplicité. 


s 


La fonction Q(b) a la période 1 ; en effet, l’égalité 
Wn(e +1) = Yis,kp(e) 


nous apprend que, en remplaçant p par 8 +1, la valeur du déter- 
minant ne sera pas changée. De plus, si l’on fait tendre 9 vers 
l'infini, de sorte que sa partie réelle reste finie, les fonctions 
bix(o) (ik) tendent vers zéro ; donc Q(o)—1. Par conséquent, 
Q(b) est une fonction rationnelle R(w) de w — e?{Te et la fonction 
R est telle que R(0) = (©) —1. Les pôles de R(w) ont nécessai- 
rement la forme wx— e?{Tr, où 04 est racine de l'équation 6ç,(p)—0; 
plus précisément, w est un pôle d'ordre m s’il figure m fois parmi 
les nombres e?i%64, Donc R(w) peut être mise sous la forme 

P(w) 


————. "0 st u AT ECO NN ES AR 
ie 0.) à P(w) est un polynome. Soient wtt}, wf2), 


160 CHAPITRE VI. 


les racines de P(w) et posons P(w) = C{ow -— w (1) (wo —wt2))...; 
alors la formule R(æ)— 1 indique que P(w) est aussi d'ordre net 


que C—r et la formule R(0o)— 1 donne 


Du), 0 EG 0, 


Il résulte de cette dernière relation que, en posant 


I 
P 5 46 ; 





on peut choisir la détermination des logarithmes de sorte que 
p(D +... Hp —p, +... Hpr. Par suite, Q(p)pentélresmise 


sous la forme 
n 


II sin(p — o%))x 
sin (0 — px)T 


106. Considérons maintenant le système qu’on déduit de (4) 
en multiphant chaque équation par la fonction correspondante 


p — Pi 0 — Pa 0 —OPn 


HICONE= NS hi(p)= 7e PRO |, UE ( L'NOS 
les px élant les racines de l’équation v,(2) — 0. 

Les coefficients de ce nouveau système sont des fonctions 
entières de p el il en sera de même quant au déterminant A(e) du 
système. En fait, ce déterminant appartient au type normal et 
converge, ainsi que ses mineurs, pour toute valeur de 0; de plus, 


A(e)=H(e) Q(p) où 


IT SIN(o — px)T 


k=1 


Tout cela revient à ce que les éléments du déterminant A(e) sont 
Air(o) = hip) vo(p Hi) Lix(e) et que le produit infini formé des 
fonctions 


| mA Re Pi Pre di: On 
pu(e) = hi(e)go(e+ à) = (14 DE) € F1 Et )e TE 


converge absolument vers IT(0), la convergence étant uniforme 
pour tout domaine fini. 
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Donc la fonction A(o) peut être mise sous la forme 


n 


II sin(o — pA x 
T 


K=1 


Remplaçons dans A(b) les éléments y;; de la ligne numérotée & 
par les quantités"correspondantes 34; lorsque [3] = 1, ces quantités 
sont bornées dans leur ensemble; donc le déterminant modifié 
A;(p, z) converge absolument. Mais il y a plus; le déterminant 
modifié converge absolument pour toute valeur 3, située au dedans 
de l'anneau 7 <]3[<R. Pour le voir, considérons d’abord le 
déterminant qui vient de A(2) en y remplaçant yx(p) par 
Lix(o) EUR ou, ce qui revient au même, en remplaçant oj;(p) par 
wj(e) s/. Ce déterminant appartient aussi au type normal, ce que 


LE Fer : « ; Z 
l’on voitimmédiatement en introduisant la nouvelle variable z/—— : 


pour l'équation différentielle qui résulte, le déterminant A(o) rs 
remplacé par le déterminant modifié; donc tous les raisonnements 
faits s'appliquent aussi à ce nouveau déterminant. Par suite, en 
remplaçant, dans ce déterminant, par 24 tous les éléments de la ligne 
numérotée &, le déterminant obtenu converge absolument. Or, il 

suit immédiatement de la définition des déterminants absolument 
 convergents que la convergence absolue subsiste si l’on multiplie 
chaque élément par la quantité correspondante 3%; en procédant 
ainsi sur le déterminant dernièrementenvisagé, on obtient le déter- 
minant A;(0,%) dont il s'agissait de prouver la convergence 
absolue. 


107. Lorsque A(9) < 0, le système (4) n’admet, outre la solution 
évidente (0); aucune solution (4) telle que les 4x soient bornés dans 
leur ensemble; par conséquent, le système (2) n’admet aucune solu- 
uon de la forme 3? 234 34. Soit maintenant o' une des racines de A(b). 


Supposons qu'il existe un indice z de sorte que l’un au moins des 
t 


à F. [ 1 : ; Cr K 
mineurs 73 de A(o') ne s’annule pas. Dans ce cas, les équa 
’ x a . : t 
tions (4) admettent, à un facteur près, la solution unique 4x; — ge 
t 
Or, d’après ce que nous venons de dire sur le déterminant A;(0,2), 
; a 
CA A LR — + 4 æ C nn D LA 
la série ÿ Ce) — A;(0',:) converge pour toute valeur 3 telle 


KR: II 
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que r <]:|[<R; donc l'expression s8'A;(0',:) représente, pour 
o — 0", la solution cherchée u(z); et cette solution est unique à 
un facteur près. 


Nous venons de supposer que, pour op = p/, il existe un 


‘ t z Le ; k J 2 
mineur {+ =E o. Ge cas se présente toujours quand 0 est racine 


simple de A(o). En fait, la formule _. — ge (r) montre 


ZA 
, : L | 4 
nettement que l'hypothèse Fi — © pour tous les z et Æ entraîne 
Le 
HOTTE ‘A; in Es at 
Mis el Si TX 0 pu est pas racine simple. 


(l i 


Quand les quantités 91), ..., 0(*) sont toutes distinctes et ne 
diffèrent pas par des nombres entiers, toutes les racines de A(o) 
sont simples. Dans le cas contraire, il y a des racines multiples, et 





pour une telle racine, il peut arriver que tous les mineurs du 
premier ordre s’annulent. Soit o' une racine d'ordre m; en déve- 
loppant | = suivant les mineurs d'ordre m, on voit sur-le- 
P Jp=p 

champ que l’un au moins de ces mineurs ne s’annule pas. Par 
suite, le système (4) admet, pour o — 0’, un certain nombre £m 
de solutions indépendantes, fournies par les mineurs de A(o'); et 
l’on se rend aisément compte de ce que chacune de ces solutions 
donne lieu à une solution de l’équation différentielle. 

M. von Koch a encore approfondi l'étude du déterminant A(o) 
en se servant d’une méthode qui consiste à appliquer aux détermi- 
nants infinis les principes de la théorie des diviseurs élémentaires; 
il est ainsi parvenu à calculer et à étudier par une voie nouvelle 
les systèmes fondamentaux formés par n intégrales indépendantes 
de l’équation différentielle. Je n’insiste pas sur les détails de ce 
calcul ; le lecteur qui s’y intéresse consultera avec grand profit le 
Mémoire original (). 


LES ÉQUATIONS INTÉGRALES. 


108. Le lecteur connaît sans doute l’importance particulière 
u’on attache depuis quelque temps à la théorie des ‘équations 

q P q | €q 
RE EL PT OR OPEN en Un Le 


(1) H. von Kocu, Sur les intégrales régulières des équations différentielles 
linéaires (Acta mathematica, t. XVIII, 1894, p. 335-419). 
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intégrales. Les principes fondamentaux de cette jeune théorie se 
trouvent déjà exposés dans d'excellents Traités et je pourrai me 
borner aux questions liées de plus près au sujet qui nous occupe. 

Dans son cinquième Mémoire sur la théorie des équations 
intégrales linéaires, paru en 1906, M. Hilbert a ramené la réso- 
lution de ces équations fonctionnelles à celle des systèmes infinis 
d'équations linéaires à une infinité d’inconnues. Le quatrième 
Mémoire, paru peu avant et dont nous avons rendu compte, avait 
pour but principal de préparer cette application. Dès lors, on a 
traduit la plupart des résultats qui font le sujet du présent Volume, 
en d’autres portant sur les équations intégrales (1). | 

Les relations entre les deux théories ne se limitent pas à une 
analogie formelle, mais on peut établir entre leurs objets une 
correspondance réelle. L'idée de cette correspondance revient en 
germe à appliquer la méthode des coefficients indéterminés à des 
séries procédant suivant des fonctions orthogonales. Soit à consi- 
dérer, par exemple, l'équation intégrale de seconde espèce 


b 
(7) e(s)— f. H(s,é)@(t) dt = f(s), 


et supposons que l’on y puisse satisfaire par une fonction o(s) de 
la forme 


Le] 


gs) = D exax(s), 


K=1 


où les fonctions 44(s) constituent un système orthogonal et normé 
sur l'intervalle (a, b). Remplaçons dans l'équation ©(s) par son 
développement, multiplions successivement par les %;(s) et inté- 
grons par rapport à s; l’équation intégrale sera traduite dans le 


système 


(3) gd ing = fa CHER, 7) 





(:) Outre le cinquième Mémoire de M. Hilbert, cf. WEYtr, Singuläre 
Integralgleichungen (Mathematische Annalen, t. LXVI, 1908, p. 273-324). — 
PLANCHEREL, Vote sur les équations intégrales singulières (Rivista di Fisica, 
Matematica e Scienze naturali, Pavia, 1909, p. 37-53). — PELr, Biorthogonal 
systems of functions ( Transactions of the American Math. Soc.,t. XIX, 1911, 
p. 135-164). 


164 CHAPITRE VI. 


aux INCONNUES x, OÙ 
b b b 
lues f ds f. H(s,t)a;(s)ax(t) dt, GER f(s) a:(s) ds: 


Pour rendre exact ce raisonnement, il faudra tout d’abord pré- 
ciser les hypothèses que l’on fait sur les fonctions qui entrent 
dans le calcul et puis montrer que, sous ces hypothèses, il est 
permis de passer de l’équation (7) au système (8). Supposons de 
plus que l’on ait choisi les hypothèses de sorte que le système (8) 
puisse être traité par l’une ou l’autre des méthodes que nous avons 
exposées et qu’il admette une solution (wx). Voici que se présente 
encore une nouvelle difficulté. Il ne suffit pas de passer de l’équa- 
ton (7) au système (8); il faut aussi savoir retourner. C'est-à-dire, 
ayant déterminé les quantités 63, il faut savoir en construire la 
fonction v(s). Or, en général, la série £vz43(s) ne convergera pas; 
elle sera seulement, pour ainsi dire, un développement formel de 
la fonction cherchée. 

Toutes ces questions appartiennent à la théorie de l’intégration, 
el l’on connaît, suivant les cas, différents moyens pour s’en 
emparer. Dans bien des cas particuliers, la théorie classique de 
l'intégration, qui remonte à Cauchy, fournit déjà les moyens 
nécessaires; mais en se limitant toujours à cette théorie clas- 
sique, on rencontrerait des complications inattendues, même 
dans des cas simples en apparence, Nous préférons nous appuyer 
dès le commencement sur la notion d’intégrale créée par 


M. Lebesgue. 


109. Considérons un système de fonctions réelles 2,(s), 
42 (5), ..., définies dans l'intervalle (a, b), normées et orthogonales 
deux à deux. Soit de plus f(s) une fonction réelle définie dans le 
même intervalle, intégrable et de carré intégrable. Nous appelle- 
rons coordonnées de f(s) relativement au système [ax(s)] les 
quantités fx fournies par les intégrales 


b 
Tr ol f(s) ax(s) ds. 
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L'identité bien connue de Bessel 


J 


donne l'inégalité 


| fs) — D fi ax(s) az [irons Yi 


fl K=1 


2 b 
à [f(s)l? ds. 
DZ Î 


Donc, la série Xf} converge. On peut se demander si la réciproque 
est aussi vraie ; c’est-à-dire, étant donnée une suite de nombres fx 
tels que X/f? converge, existe-t-il une fonction f(s) admettant 
comme coordonnées les nombres fx ? 

Pour que la réponse soit affirmative, 1l est indispensable de 
donner au motintégrale le sens que lui attribue M. Lebesgue. Cela 
étant, j'ai démontré qu’il existe, en effet, des fonctions f(s) som- 
mables (intégrables au sens de Lebesgue) et de carrés sommables, 
ayant pour coordonnées les nombres fx (!). On obtient une telle 
fonction en considérant la série uniformément convergente 


F(s) ÿ fi [ auts) ds; 


K= 1 


la fonction F(s) admet une dérivée, sauf peut-être pour certaines 
valeurs de s qui forment un ensemble de mesure nulle, et la fonction 
f{s) égale à cette dérivée en chaque point où elle existe et prenant 
des valeurs quelconques dans les autres points, est sommable et 
de carré sommable et admet les fx; comme coordonnées. De plus, 
on a pour cette fonction f(s) 


(9) [vor NS 


K=A 


(1) F. Riesz, Sur les systèmes orthogonaux de fonctions (Comptes rendus, 
18 mars 1907). Le même fait fut découvert indépendamment par M. E. Fischer : 
Sur la convergence en moyenne ( Comptes rendus, 13 mai 1907). Pour la démon- 
stration détaillée et pour d’autres indications bibliographiques voir mon Mémoire : 
Untersuchungen über Systeme integrierbarer Funktionen (Mathematische 
Annalen, t. LXIX, 1910, p. 449-497), ou encore l’exposé récent de M.et M"° Young : 
On the theorem of Riesz-Fischer (Quarterly Journal of Mathematics, t. XLIV, 
1912, p. 49-88). 
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Rappelons de plus que si le système des fonctions [4(s)] est 
complet, la formule (0) porte sur toute fonction réelle f(s) som- 
mable et de carré sommable, admettant les f; comme coordonnées 
(n°102). En particulier, si f,(s)etf,(s) ont les mêmes coordonnées, 
la fonction f,(s) —f:(s) a toutes ses coordonnées égales à zéro 
et l’intégrale de [ f,(s) — f,(s)[? s'annule. Par suite f,(s) = f(s), 
sauf peul-être pour un ensemble de mesure nulle. Eu égard au 
rôle que jouent ces ensembles dans la théorie de M. Lebesgue, on 
peut donc dire tout simplement que la fonction f(s) est uniquement 
déterminée par ses coordonnées. 

Rappelons enfin la formule 


b nd 
(10) J feet ds = fran 


Re l 
, . : E . LA 
que l’on obtient en appliquant (9) aux fonctions LY(S) + g(s)] 


el LS) — g(s)]et en retranchant le second développement du 
premier. 

Ces résultats s'étendent immédiatement au cas où les fonc- 
tions f(s), g(s) et les coordonnées fx, gx ne sont plus supposées 
réelles; on aura seulement à remplacer les carrés par les carrés 
des valeurs absolues. Il n’est même pas essentiel de supposer 
réelles les fonctions 4(s); on n'aura qu'à modifier légèrement les 
définitions et les -énoncés. 

Enfin, tous les résultats s'étendent aux fonctions de plusieurs 
variables. En particulier, si [44(s)] est un système orthogonal, 
normé et complet de fonctions réelles pour lintervalle (a, db), le 
système [a;(s)ax(t)] le sera également pour le carré a£s£b, 
a<t<b et l’on aura 


(11) [fronts t) ds dt 
— DS ILES b) as) ax (t) ds af [se t) a;(s) ax(t) ds dt, 


LR 
où les fonctions f(s,t) et g(s,t) sont supposées sommables ainsi 


que leurs carrés. 
Î 


110. Considérons l’équation intégrale (5). Pour commencer par 
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un cas simple, faisons l'hypothèse que les fonctions Hs, 4), f(s) 
soient continues. En nous servant d’un système orthogonal, 
normé et complet de fonctions réelles 44(s), le passage de l'équation 
intégrale (7) au système (8) se fera en remplaçant, dans l’éga- 
lité (10), g(s) par a«;(s) et dans (11), f(s,t) par H(s,4), g(s,t) 


par a; (s)2(t). Comme la série 


i 


ui b b 
(12) » Aix = f (l LHGsS24) ds dt 


AT Ve | 


est convergente, la substitution définie par le tableau (h;;) sera 
complètement continue et l’on pourra appliquer au système (8) et 
au système homogène qui y correspond tous les résultats concer- 
nant cette classe particulière de substitutions linéaires. On pourra 
aussi considérer, en même temps, l’équation du type transposé 


b 
(13) VE) f Hs, 0 ÿ(s) ds = g(t) 


qui se traduira également, moyennant le système orthogonal 
[ax(s)|, en un système 


2 
(14) M d hdi ge  (K=12,...) 


1—1 


. | . « 
aux inconnues Y4. À toute solution (+) du système (8) pour 
laquelle Z | ox? converge, correspond une fonction o(s) som- 
mable ainsi que [w(s)|?; il en sera de même pour toute solution 


b 
admise (3) du système (15). La fonction o(s) — f H(s,t)o(4) de, 


+] 
ie P 4 à 
admettant comme coordonnées les quantités ?;— > havr= fi 


f—A 
sera égale à f(s), sauf peut-être pour un ensemble de mesure nulle. 


Mais o(s) n’est déterminée par les ©; qu’à une fonction additive près, 
qui a pour intégrale zéro. Or, on peut profiter de cette indétermina- 
tion pour obtenir une solution exacte de l'équation (5); la correc- 
tion nécessaire sera faite par l’équation elle-même. En effet, la fonc- 


b 
Honnts) —/7/(s) + f H(s,t)e(t) est continue, elle admet les 


mêmes coordonnées que ®(s) et, par suite, elle satisfait complète- 
ment à l'équation (7). 
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Le même raisonnement porte sur l'équation (13). 

Je pense que ces indications sommaires suffisent pour voir com- 
ment on peut traduire tous les résultats concernant les substitutions 
complètement continues et les systèmes d’équations qui y corres- 
pondent, en d’autres qui portent sur les équations intégrales. Il est 
aussi facile de voir que l'hypothèse de la continuité de Hs, 4) 
n’est pas essentielle. En fait, la plus grande partie du raisonne- 
ment qui précède reste inaltérée, quand on suppose seulement 
que les fonctions Hs, t},-\H(s, &)[?, fs), COR ME 
sont sommables. Même si l’on veut être sûr que, par exemple, la 
solution o*(s) sera continue, il suffit, au lieu de supposer continue 
la fonction noyau H(s, 4), de la choisir de sorte que la première 


des intégrales 
b 


t 
fac o de, fintnra 


« 


représente, pour toute valeur de #, une fonction continue de s, et 
que Ja seconde donne une fonction bornée. Tels sont, par exemple, 
les noyaux [s — 4 ET OU ES = 

Observons enfin que la convergence de la série (12) permet 
aussi d'appliquer aux systèmes (8) et (14) la méthode des déter- 
minants infinis; on pourra même retrouver, de cette sorte, par un 
calcul facile, toutes les formules obtenues par M. Fredholm (1). 


111. Pour nous rapprocher des équations dont les noyaux pré- 
sentent des singularités plus élevées, nous allons introduire la 
notion de transformation fonctionnelle linéaire. Faisons corres- 
pondre à chaque fonction f(s) du type considéré, c’est-à-dire som- 
mable ainsi que |ff?, une fonction f'(s) appartenant au même 
type, et cela de sorte que 


fitfi=Gitfe)  f'= (af) 


et que, de plus, il existe une constante M? telle qu’on ait, pour 





(1) Cf. Marry, 7ransformation d’un déterminant infini en un déterminant 
de Fredholm (Bull. des Sciences math., t. XXXIIT, 1909, p. 296-300). — 
MoLLERUP, Sur l’identité du déterminant de Fredholm et d’un déterminant 
infini de v. Koch (mème Bulletin, t. XXXVI, 1912, p. 130-136). — M. Marty fait 
l'hypothèse que D |2:4| converge. M. Mollerup adopte celle du texte. 

i,À 
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toute fonction f(s), 


b 


b 
(15) 1 LP Pas EM f Lf(s) 12 ds. 
a: «d 

Nous appellerons transformation linéaire chaque correspon- 
dance de ce genre. Il est évident que, en faisant correspondre 
aux coordonnées de la fonction f(s) celles de f’(s), on aura défini 
une substitution linéaire de l’espace hilbertien. Inversement, si 
l’on fait correspondre à chaque fonction f(s) du type considéré la 
fonction f'(s) dont les coordonnées s’obtiennent en appliquant à 
celles de f(s) une substitution linéaire A, on aura défini une 
transformation fonctionnelle linéaire. 

Je ne tiens pas à suivre dans tous les détails cette relation entre 
les transformations et les substitutions linéaires. Il est manifeste 
que toute la théorie des substitutions linéaires que nous avons 
exposée dans le Chapitre IV peut être traduite en une théorie 
des transformations fonctionnelles linéaires. 

En particulier, sous les conditions imposées antérieurement à 
la fonction H(s,t), l’intégrale 


(16) J'e)= [nc fe de 

représente une transformation linéaire. De plus, les conditions 
imposées à H(s,4) ne sont pas essentielles; en tout cas, il suffit 
de supposer que l'intégrale (16) existe et que l'hypothèse (15) soit 
remplie. Mais je me hâte d'observer que la formule (16) n’épuise 
pas les cas possibles; en fait, la transformation identique 
f'(s)=/f(s) ou la transformation f'(s)— g(s)f(s) [où g(s) 
est une fonction sommable et bornée | ne peuvent pas être mises 
sous cette forme (!}). Cette observation donne lieu à une question 
dont nous allons parler au numéro suivant. 


419. L'étude d’une substitution linéaire A fait intervenir 





(:) Une étude détaillée de la représentation analvtique des transformations 
fonctionnelles linéaires à été donnée par M. Plancherel dans le Mémoire : Contri- 
bution à l'étude de la représentation d’une fonction arbitraire par des inté- 
grales définies (Rendiconti del Circ. mat. di Palermo, t. XXX, 1910, p. 289- 
335). 
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d’autres substitutions qui y sont liées; rappelons la transposée À, 
les .substitutions itérées A#, les réciproques AT!, (E — A)°!, les 
substitutions A étudiées au n° 82 et, dans le cas où À est réelle et 
symétrique, toutes les substitutions f(A). Supposons maintenant 
qu’on ait à considérer une transformation linéaire ayant la 
forme (16); à cette transformation correspond, moyennant un 
système orthogonal [44(s)], une substitution linéaire À; cette 
substitution À donne lieu aux autres substitutions que nous venons 
de rappeler; à chacune de ces substitutions correspond, moyen- 
nant le système orthogonal [43(s)], une transformation fonction- 
nelle linéaire, et pour chacune de ces transformations, on peut se 
demander s’il est possible de la mettre sous l’une des deux formes 


b b 
J GGoft ae efG)+ f Gt nf ar 


Pour les transformations qui correspondent à ZX et aux A, la 
question revient immédiatement à celle de l’inversion de l’ordre 
de certaines inltégrations successives; Je n'y insiste pas. Quant à 
AT!, on est amené au problème délicat des équations intégrales 
de première espèce, dont 1l est impossible de rendre compte en 
quelques lignes. Pour (E — A)-', la question implique un des 
problèmes fondamentaux de la théorie des équations intégrales 
de seconde espèce. En fait, on sait, depuis les recherches de 
M. Fredholm, que, dans les cas les plus simples, la solution de 
l'équation (7) peut être mise sous la forme | 


b 
e()=f(5)+ f G(s,4).f(t) de, 


où la fonction G(s,t), appelée le noyau résolvant, est imdépen- 
dante de la fonction donnée f(s). 
Or, on peut attacher ce fait à la relation 


(E—A)y1—E+(E—A)-1A; 


celte relation nous montre que, pour calculer la fonction G(s, t), 
on n'aura qu à appliquer à la fonction H(s, 4), considérée comme 
fonction des, la transformation linéaire qui correspond à(E— A)°1. 
Ce procédé dont la légitimité est manifeste lorsque, par exemple, 
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le noyau est continu, s'applique aussi dans des cas où le noyau 
présente des singularités élevées; tout revient évidemment à 
démontrer qu'il est permis d’intervertir l’ordre de certains pas- 
sages à des limites. 

Le même raisonnement porte sur toutes les substitutions (A) 
qui peuvent être mises sous la forme cE + f,(A)A. Je ne peux 
pas entrer dans Îles détails sans pénétrer loin dans la théorie de 
l'intégration ; tous mes lecteurs, familiarisés avec cette théorie, se 
construiront aisément les raisonnements nécessaires. 

Enfin il convient d'observer que, non seulement les résultats, 
mais presque tous les raisonnements concernant les systèmes 
d'équations à une infinité d’inconnues ont leurs analogues dans la 
théorie des équations intégrales. On pourra profiter de cette ana- 
logie dans les cas où la considération des fonctions sommables et de 
carrés sommables ne sera pas conforme aux données du problème. 


LES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. 


113. Étant donnée une suite indéfinie dans les deux sens (ax), 
nous y atlachons un tableau (a;x), en posant ajÿx—ax ;. Ce 
tableau appartient évidemment à un type particulier que nous 
appellerons le type laurentien, à cause de la relation qu'il a avec 
les séries 


+ 2 
Ÿ ax 3%. 
sd 

k= — [s 2) 


La théorie des substitutions et des formes laurentiennes qui cor- 
respondent à ces tableaux particuliers est due à M. Tœplitz (*). 
Voici le problème qui conduit le plus immédiatement aux 
tableaux laurentiens. Si l’on se propose de développer en série 
de Laurent le rapport de deux fonctions données par leurs déve- 
loppements de Laurent, la méthode des coefficients indéterminés 


(:) Tœrurz, Zur Transformation der Scharen bilinearer Formen von 
unendlich vielen Veränderlichen (Nachr. der Kgl. Ges. der Wiss. zu Gôttingen, 
1907, p. 110-116); Zur T'heorie der quadratischen Formen von unendlich vielen 
Veränderlichen (mème Recueil, 1910, p. 489-506); Zur Theorie der quadra- 
tischen und bilinearen Formen von unendlich vielen Veränderlichen (Mathema- 
tische Annalen, t. LXX, 1911, p. 351-376). 
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conduit évidemment à envisager un système d'équations linéaires 
à une infinité d'inconnues, et l’ensemble des coefficients de ces 
équations est représenté par le tableau laurentien qui corres- 
pond à la série figurant dans le dénominateur. Nous avons ren- 
contré un problème particulier de cette sorte au n° 13, où nous 
avons rendu compte d’une Note de M. Appell. 

Nous préférons nous placer de suite à un point de vue plus 
général en rattachant l’étude des substitutions et formes lauren- 
üennes à la théorie des systèmes de fonctions orthogonales. Rap- 
pelons que nous y avons déjà fait allusion au n° 103, où les coeffi- 
cients de certaines formes quadratiques furent fournis par des 


coefficients de Fourier. 


114. Envisageons les fonctions 
pris e2rAS V1 — cosanks + Le 1 sin2r/s, 
où Æ varie indéfiniment dans les deux sens. On a évidemment 


1 
2 


Il en(s) eds = f e2T(k—1)s ÿ—1 ds — # 
e 1 : 1 O0 


D] 2 


suivant que Xl. De plus, le système est complet pour l’inter- 
I . IE Nr UTE 
valle (— se :) ce qui suit immédiatement de la propriété ana- 


logue du système (cos2rks, sin2rks) (k —0,1,2,...). Donc les 
fonctions © forment un système orthogonal, normé et complet 


. Ï I r 
pour l'intervalle (— EE =) (‘). Les coordonnées fx; d’une fonc- 


on f(s) par rapport au système envisagé sont 
À 


FD Î f(s)aats) ds. 


e 


2 
On se rend aisément compte de ce que tous les résultats concer- 
(') Au lieu du système [,(s)}, nous aurions aussi pu choisir le système plus 


familier (ersV—T) défini sur l'intervalle (— x, zx) ou (0,2%); ce choix aurait 
pourtant encombré les formules par des constantes numériques sans importance. 
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nant les systèmes orthogonaux formés de fonctions réelles (n°° 102, 
109) s'appliquent, avec des modifications évidentes, au système 
ox(s). En particulier, si fx et gx désignent les coordonnées des fonc- 
tons f(s), g(s)—sommables, ainsi que] f(s){?, [g(s)[?— l'inté- 


grale du produit f(s) g(s) est donnée par E f_429%. De plus, la coor- 





donnée numérotée k de la fonction f(— s) 2;(s) étant évidemment 
égale à f;_x, on a 


wi= 


GO: | f ioeatsid= À feux 


1 
— — = — © 
2 


Supposons maintenant que le tableau (a;; = 2%_;) donne lieu à 
une substitution linéaire (distributive et bornée) de l'espace hil- 
bertien : 


(18) Ti » Ak—iT ke (I=—xo..,+o). 


Dans ce cas, la série Z[ax|? étant convergente, les 4x sont les 
coordonnées d’une fonction 4(s) sommable ainsi que [4(s)[?. Soit, 
de plus, x(s) la fonction du même type admettant comme coordon- 
nées les quantités #3. Envisageons la fonction z'(s) = a(— s)x(s); 
d’après (17), les coordonnées x, de cette fonction sont fournies 
par les formules (18). Donc le système orthogonal [v3(s)] fait cor- 
respondre à la substitution À = (4%_;) la transformation fonction- 
nelle æ'(s)—a(—s)x(s). De plus, comme les séries 2[xx/?, 
3 ||? représentent les intégrales de [x(s)|?, [z'(s)[?, on a 


1 


Die 


9 


2 
(19) [a(— s)x(s)/? ds EM f [æ(s)[? ds. 
1 


Soit € l’ensemble des valeurs s où |a(— s)| > M, et posons 
Ms) Tr. pour-celt ensemble et nul ailleurs. L’inégalité (19) 


donne 
fa oræsm f ds: 
Œ 


et comme [a(—s)| > M, dans €, il résulte que l’ensemble € doit 
avoir une mesure nulle. Donc, on peut y modifier &(s) arbitraire- 
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ment sans altérer les coordonnées 7; par conséquent, on peut 
CUT 


On montre, par un raisonnement analogue, que si l’hermitien 





SUPposer qu'on ait partout 


+ œ + œ© 2 . 
(20) D je Ak—i Th = [lan atsr 
i=— x | K—— —— 
2 
reste 2 J? pour E|x4|?— 1, l’ensemble des valeurs s où |a(— s)|<J, 


a la mesure nulle. Donc, on peut aussi supposer qu’on ait par- 
tout |a(s)[21J. 

Inversement, étant donnée une fonction sommable et bornée 
2(s), ses coordonnées 2; donnent lieu à une substitution linéaire 
A —(ax_;). En effet, soit [a(s)[£ M; si la fonction x(s) est som= 
mable ainsi que [æx(s)|?, les fonctions x'(s)—a(—s)x(s) et 


À 


[x'(s)[? le sont également et 


l 
5 = 


; 2 
f |æ'(s)f? ds EM f [z(s)l? ds. 
1 


LM ge 

2 2 

Donc, la substitution À qui correspond à la transformation 
x'(s)—=a(—s)zx(s) est bornée, et M,£M. 

Supposons maintenant que la substitution laurentienne A 
admette une réciproque AT!. Dans ce cas, comme la valeur de 
I 


M2. 





l’hermitien (20) doit être 2 pour tout système (7x) tel 


C LÉ . 
que È|x;f?—1, on peut supposer que [a(s)|2 RE Par suite, 
PES 


. I ; . Fr es 
la fonction ms est bornée et sammable. En désignant par a} 11e 





coordonnées de cette fonction, les tableaux (ux_;), (ay Ÿ) satis- 
font évidemment aux relations générales qui existent entre Îles 
coefficients de deux substitutions réciproques; par conséquent, 


la réciproque AT sera donnée par la substitution lauren- 
I 
D'une façon plus générale, la réciproque de la substitu- 


tion XE 


lienne qui correspond à la fonction 





À, lorsqu'elle axiste, est fournie par les coordonnées 


de la fcnction » el'inversement, lorsque cette fonction est 


I 
À —a(s) 
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bornée (ou qu’elle peut être rendue bornée en négligeant cer- 
taines valeurs $s qui forment un ensemble de mesure nulle), la 
réciproque (XE — A)! existe. 

En particulier, st la fonction a(s) est continue, l’ensemble des 
valeurs À pour lesquelles la réciproque de \E — À n'existe pas, 
coincide avec l’ensemble des valeurs que prend la fonction a(s). 


Dans le cas où la série infinie dans les deux sens Y4,3# 


convérge 
dans un anneau circulaire renfermant le point z—1, l’ensemble 
des valeurs singulières de À est fourni par les valeurs que prend 
la série sur la circonférence [sl = 1; donc cet ensemble constitue 


une courbe analytique (1). 


115. Supposons maintenant que la fonction &(s) soit réelle, ce 
qui revient évidemment à supposer que 4&_4—= #4 pour tous les X. 
Envisageons l’hermitien 


Hi 


+ © 


(21) AT) T) = miam | a(s)|æ(s)[? ds. 
2 | 


2 


Soit M la borne supérieure de la fonction 2(s), prise au sens de 
Lebesgue, c’est-à-dire soit M le plus petit nombre tel que l’en- 
semble des valeurs s où «(s) > M, soit de mesure nulle. On défi- 
mira d’une façon analogue la borne inférieure m. En faisant varier 
l’hermitien (21) sous la condition 


+ © 


(22) E(a,a)= Ÿ jaf= f le(s) ds =, 


e 
K=—=— «0 _— 


wi 


l’ensemble de ses valeurs reste compris évidemment entre m» et M. 
De plus, en désignant par s une quantité positive arbitrairement 
petite, la mesure u de l’ensemble où &(s) > M — € diffère de zéro; 


I . 
donc on peut poser æ(s) — — pour cet ensemble et o ailleurs. 
Les coordonnées xx de la fonction æ(s) ainsi choisie satisfont 
(!) M. Tœplitz a donné une étude détaillée et très intéressante des tableaux 


particuliers qui correspondent à des séries effectives de Laurent; elle se trouve 
dans le dernier des travaux précités. 


176 CHAPITRE VI. 
évidemment à la condition (22) et, d’après la formule (21), 


A(x,æx)2M—e. 


Un raisonnement analogue s'applique sur la borne inférieure m. 
Donc, les bornes supérieure et inférieure de la fonction a(s), 
prises au sens de Lebesgue, sont aussi les bornes exactes de 
l’hermitien A(x, x). 

En particulier, pour que la fonction a(s) soit positive ou 
qu'elle puisse être rendue positive en négligeant un ensemble 
de mesure nulle, il faut et il suffit que l’hermitien A(x, x) 
soit positif. 


116. Les résultats précédents s'appliquent immédiatement au 
problème de déterminer les deux bornes d’une fonction réelle 
œ (27s) donnée par son développement en série de Fourier. Soit 


20 


vol NT 
(23) dot D (ar cos2mks + bsinorks) 


K—=1 


ce développement, dont les coefficients sont fournis par les for- 
mules bien connues 
T | ; ‘3 
Fa ef u(2rs)cosks ds, HE 4 a(2rs)sinÆs ds. 
_m er 
Sans nous préoccuper de la question si la série de Fourier con- 
verge ou non,nous convenons de la considérer comme un symbole 
de la fonction qui y donne lieu. Les coefficients ax et bx y jouent le 
rôle de coordonnées ; on en déduit les coordonnées par rapport au 
système orthogonal [+4(s)]en posant 


ENT = do, ax = = (ak+ bxÿ—1), ap —= y —= = (ax— by ADE 


Pour déterminer les bornes de la fonction 4(27s), on aura donc 
à envisager l’hermitien (21) formé avec les quantités à; que nous 
venons de définir. 

Désignons par m, et M, les bornes de la réduite 


l n 


(24) AG) =D arr er, 


=) 
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où l’on fait varier les +4 sous la condition 


D'une facon plus générale, on peut envisager les réduites 


n 


[Ax, &)l]1,n = > HA AT (RAY; 


AI 


le tableau des coefficients ne dépendant que de la différence n —1, 
les bornes de ces réduites sont m, et M, y. 
Pour les bornes considérées, on a évidemment 


Mn nm, mMh= Ma+1;, Mas M, M;,=M n+1: 


D'autre part, supposons que, pour un certain système (x4), l’her- 
milien (21) atteigne à e près sa borne supérieure M, et posons 


T'}; 
ay = 1 ? 
n 2 
DS 
7 (IA 
Vi==n 
pour£=—n,—n+i1,..…,nex;"—o pour les autres indices #. 


La relation 

GPA ra], A(t,æ) 

ne 
fait voir que, pour n suffisamment grand, [ A(æ(#, 3(4))], devra sur- 
passer la quantité M — 2e. Par conséquent, les valeurs M,_; ten- 
dent en croissant vers M pour ñn — {—>c. De même, my_s— m, 
ou, ce qui revient au même, Mn mm, M, — M. 

D'après un théorème bien connu, les bornes m, et M, de l’her- 

milien (24) sont fournies respectivement par la plus grande et la 
plus petite des racines de l’équation délerminante 


Xo — de (e AT LE) .….. Ln 
X 1 Mo %1 ° «he Urr—1 Nr 
An Anti An+2 se Ao— 


En résumé, les bornes supérieure et inférieure, au sens de 
BARS: 12 
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Lebesgue, de la fonction a(2rs) admettant le  développe- 
ment (23) sont les limites, pour n —, de la plus grande et la 


plus petite des racines de l'équation 


Ap — 2% Ch DEN Late an + On V1 


di -- bi V—1 dy —— 22 ... An1 + bn 1 UT 


den so Soie es 9 ve. 1) NS etais es ste, CON Ne RE 


117. Observons enfin que ces beaux résultats de M. Tœplitz 
peuvent être considérés comme faisant partie d’un groupe de 
théorèmes, dus à divers auteurs, liés plus ou moins aux tableaux 
laurentiens et rentrant tous dans l’ordre d'idées des travaux impor- 
tants et bien connus de MM. Landau et Carathéodory, au sujet du 
célèbre théorème de M. Picard ({). 

Nous indiquerons brièvement les faits principaux. 

D'après le théorème de M. Picard, une fonction entière qui 
n’est pas constante, prend toute valeur finie donnée, sauf peut- 


être une seule valeur exceptionnelle. Ce théorème, découvert‘ 


en 1879, fut approfondi en 1904 par M. Landau d’une façon 
inattendue. M. Landau démontrait que pour déterminer un 


cercle [3] << R, à l’intérieur duquel la série entière 
Ce A EE CU (a 0), 


supposée convergente, prend au moins une fois l’une des valeurs o 
ou 1,1l suffit de connaître seulement les deux premiers coeffi- 
cients &@o, @. L'année suivante, M. Carathéodory a donné la 
valeur précise du rayon R en fonction de a, et a, ; il y futconduit 
en attachant ce problème et une grande classe de problèmes ana- 
logues au suivant: On se donne les n +1 premiers termes de la 
série entière 


(20) + C3 + Co +... + Cn3t+ ...; 


D | mi 





(1) Cf. les Communications de MM. Tœæplitz, Carathéodory, Fejér et Fischer 
(Rendiconti del Circolo mat. di Palermo, t. XXXII, 1911, p. 191-256), 
de M. Herglotz ( Berichte d.K. Sächs. Ges. d. Wiss. su Leipzig, t. LXIII, 19m, 
p. 201-511), et de MM. I. Schur et Frobenius (Sitzungsberichte d. K. Preuss. 
Akad. d. Wiss., 1912, p. 4-31.) 
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peut-on déterminer les autres termes de sorte que la série sort 
convergente à tout l’intérieur du cercle|z|<1 et que la partie 
réelle de la fonction qu'elle représente y soit partout positive? 
Voici la réponse de M. Carathéodory: Pour que la série (25) 
puisse étre complétée de la manière exigée, il faut et ul suffit 
que le point 


1 


! ca PDC ROSES 
Dr C1) Vin 6: ..) Pr Cns Pn— Cn 


de l’espace réel à 2 n dimensions appartienne au plus petit 
domaine convexe qui contient la courbe fermée définie par les 
équations paramétriques 


| : 
4 — CoS0, = Sint, …,  Jh=cosn0, yh=sinnt. 


Récemment, les recherches de M. Tœplitz dont nous venons de 
parler ont permis de répondre à la question de M. Carathéodory 
sous une forme purement algébrique. Posons cç — 1,C_x—Cx; cela 
posé, pour que la série (25) puisse être continuée de la mantère 
exigée, il faut et il suffit que l’hermitien 


nm 


(26) D Chili 


Li k =0 
soit non négatif. 


L'équivalence des deux conditions fut établie encore par 
MM. Carathéodory, E. Fischer, I. Schur et Frobenius dans leurs 
travaux précités. 

Supposons maintenant qu’on se donne tous les coefficients de 
la série (25). Alors on pourra se demander si la série donnée 
représente, à l’intérieur du cercle |[3[<1, une fonction dont la 
partie réelle y reste positive. 

Cette question fut posée et résolue indépendamment par 
M. Carathéodory et par l’auteur (). Voici la réponse : Pour que la 


(!) CARATHÉODORY, Ueber den Variabilitätsbereich der Fourier'schen Kon- 
stanten von posiliven harmonischen Funktionen (Rendiconti del Circ. mat. di 
Palermo, t. XXXII, 1911, p. 193-217). — F. RIESsZ, Sur certains systèmes singu- 
_liers d’équations intégrales (Annales de l’École Normale, 3° série, t. XXVIII, 
1911, p. 33-62). 
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série (25) soit convergente à l’intérieur du cercle|3|<1 et que, 
de plus, la partie réelle de la fonction qu’elle représente y 
reste partout positive, il faut et il suffit que l’une ou l'autre 
des deux conditions équivalentes que nous venons d’énoncer 
soit salisfaite pour tout entier n. 

En effet, si l’on pose z— rest, Ja parue réelle de la 
série (25) devient 


I NT NE 
(239 = + Ÿ'(crkcos2krs — cr sin2 Ts), 


K—A1 
et nous exIgeons que, pour 7 <C1, celle série converge el repré- 
sente une fonction positive. Pour qu'il en soit ainsi, 1l faut, 
d’après Le n° 115, que l'hermitien | 

+ 


! crirl-r;æy 


i,k=— © 


existe et soit positif pour tous les r <1.-Donc, en particulier, il 
faut que les réduites soient positives pour r < 1; par conséquent, 
en passant à la limite r —1, les hermitiens (26) devront être non 
négalifs. D'autre part, supposons que, pour chaque valeur de 
l’entier nr, l’hermitien (26) est non négatif. En posant æ, =1, 
La = Lny = 0, Tr—— Cn, lhermitien (26) devient 


Donc, onalc,|£1 et cela pour tous les n. Par suite, les séries, 





(25)#tonbet la série 





+2 
(28) De lex rlAlf2 < > 7214 — LE 


KA =— © K =— © 


convergent pour tous les r<1. De plus, comme la série (28) 
converge, on peut appliquer les résultats établis au n° 115; il s’en- 
suit que la fonction harmonique définie par la série (27) est20 
pour tous les r 1. Enfin, on sait qu’une fonction harmonique 
ne peut atteindre son minimum à l’intérieur d’un domaine où elle 
existe; donc, la fonction (25) est positive pour tous les r <1. 
Bien d’autres questions de ce genre se trouvent encore lraïtées 
dans les travaux cités, en tête du présent numéro, en particuher 


dans le Mémoire de MM. Carathéodory et Fejér. 
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